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Vorbemerkung

Wenn man die in meinem Kommentar zu Einsteins AafsZur Elektrodynamik bewegter Kérper«
(Link) aufgefuhrten Fehler und Mangel beseitigt wid Maxwellschen Gleichungen ins Internatio-

nale Einheitensystem (SI) Ubertragt, erhalt maerreifext, der etwa so lauten konnte:

Zur Elektrodynamik bewegter Bezugssysteme

Das Ergebnis des von Michelson und Morley 1887 nmot@menen Experiments flhrt — zusammen
mit anderen Versuchen und Uberlegungen — zu derfugshdass die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
fur jeden Beobachter — unabhangig von dessen Bewemlativ zur Lichtquelle — stets denselben
Wert hat. Wir wollen diese Annahme das Prinzip idenstanz der (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit
nennen und zur Voraussetzung der folgenden Ubertmgumachen. Eine einfachere und prazisere
Formulierung dieses Prinzips lautet: Die Vakuumhtdgeschwindigkeit hat in allen Inertialsystemen
(nicht beschleunigten Bezugssystemen) denselbeh Wer

Aus dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkegeben sich sofort drei einfache Folge-
rungen:

1. Nach der Maxwellschen Elektrodynamik bestehtseiven der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
einerseits und der elektrischen Feldkonstaggesowie der magnetischen Feldkonstantganderer-
seits die Beziehung

1
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Daraus folgt, dass auch diese beiden Feldkonstamtdten Inertialsystemen dieselben Werte haben.

c=

2. Es ist auch mit optischen Methoden nicht mdglidie Geschwindigkeit eines Bezugssystems
relativ zum »absoluten Raum, also seine »abs@etrhwindigkeit« zu bestimmen. Das bedeutet:
Ein »absolut ruhendes« Bezugssystem ist nichtoddtias erkennbar.

3. Nicht nur die mechanischen Vorgange verlaufealan Inertialsystemen nach denselben Gesetzen,
sondern auch die optischen. Alle Inertialsystenmal silso in jeder Hinsicht gleichberechtigt. Wir
nennen dies das Prinzip der Gleichberechtigungraetialsysteme. Bei einer strengen (und konse-
guenten) Interpretation dieses Prinzips umfasstues das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit.

Kinematischer Teil

8 1 Messvorschrift fur die Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse

Fur das Folgende ist es notwendig, eine Messvafstir die Gleichzeitigkeit zweier Ereigniség
und E, zu besitzen, wenn diese an zwei verschiedenen @vtend B stattfinden. Wir verabreden
dazu: Beim Eintreffen der EreignisseArund B werde dort je ein Lichtsignal ausgeldst, das sigh
der Verbindungsstrecke der beiden Orte ausbrditenn die beiden Lichtsignale im Mittelpunkt der
StreckeAB gleichzeitig eintreffen, dann haben die beidendtrisse gleichzeitig stattgefunden.



8§ 2 Messvorschrift fir den Synchrongang zweier Uhr ~ en

Zur Zeit t, werde am OrtA der einen Uhr ein Lichtsignal ausgeldst, das zeit § am OrtB der
anderen Uhr eintreffe, dort reflektiert werde und Zeitt’ 5 wieder inA sei. Wenn

t, —t, =tIA_tB

ist, gehen die beiden Uhren synchron.

8§ 3 Theorie der Koordinaten- und Zeittransformatio n

Gegeben seien zwei dreidimensionale kartesischeditwiensystem&(X, Y, 2 undK'(X’, Y’, Z)

mit paarweise parallelen Achsen. Déeund dieX’-Achse sollen zudem aufeinander liegen. In beiden
Koordinatensystemen sollen sich an allen relevatigen synchron laufende Uhren befinden. Die
Koordinatensysteme zusammen mit diesen Uhren bitteem zwei Bezugssystengund S'. Das
SystemS werde nun in Richtung sein&Achse eine gewisse Strecke nach rechts verschaolasn,
SystemS’ in analoger Weise um die gleiche Strecke nach lilllenn werde dem SysteBieine
konstante Beschleunigung nach links erteilt und &mstemS’ eine gleiche Beschleunigung nach
rechts, bis die Systeme relativ zueinander die IGeisdligkeitv bzw. -v haben. Wenn die Urspriinge
O und O’ der beiden Systeme sich gerade einander gegeb@gfiaden, werden die i@ und O’
befindlichen Uhren auf null gestellt. Danach werddie Uhren inS mit der Uhr inO und alle Uhren

in S’ mit der Uhr inO’ synchronisiert.

In der klassischen Galilei-Newton-Mechanik geltem ritir die Orts- und Zeitkoordinaten in beiden
Systemen folgende Beziehungen (»Galilei-Transfaoman«):

X = X— vt X= X+ vi
y=y
z2=7z

Es wird als selbstverstandlich angenommen, das8ldauf der Zeit in beiden Systemen derselbe ist.

Die Galilei-Transformationen sind jedoch nicht rdgm Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit vereinbar. Dies ergibt sich aus folgendesd@hkenexperiment. Zur Zgit= O starte in dem
Punkt, in dem sich dann gera@aindO’ befinden ein Lichtstrahl, der sich langs deundX’-Achse
nach rechts bewegt. Nach einer belieben Zeit hgeweler Bewegung der Systeme der Lichtstrahl im
SystemS’ eine kleinere Strecke zuriickgelegt als im Sys&folglich kann der Lichtstrahl in den
beiden Systemen nicht dieselbe Geschwindigkeitrnabe
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Um dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeigentigen, ersetzen wir zunachst die ersten
beiden Gleichungen der Galilei-Transformationercdurwei modifizierte Gleichungen, die — ebenso
wie die spater folgenden Transformationsgleichunijerdie Zeit — wegen der Homogenitatseigen-
schaften von Raum und Zeit linear sein missennvdichen daher folgenden Ansatz:

X =k(x=v) (1) x= K ¥ v) (2)



Darin istk ein noch zu bestimmender Faktor, der wegen deci@erechtigung der Systeme in beiden
Gleichungen denselben Wert haben muss. Die beideich@ngen dirfen sich — abgesehen von den
Koordinaten — nur durch das Vorzeichen vamterscheiden.

AulBerdem sehen wir die Moglichkeit vor, dasSirine andere Zeit gilt als B

Als néchstes stellen wir die Bewegungsgleichunges ldchtstrahls in beiden Systemen auf und
bericksichtigen dabei, dass dieser Uberall dieseise=hwindigkeit haben soll:

X=ct X = ct
Durch Einsetzen in (1) ergibt sich
ct=k(ct-vt) = t=kf{l-v9 = tt=Kl-Vy (3)
Durch Einsetzen in (2) erhalt man
ct=k(ct+vt) = t=ktl+v g = {t=IKl+ vy (4

Durch Multiplikation der Gleichungen (3) und (4hdiet man

1 2
t?II-{t—.=k2(1—v/c)(1+ vVig = 1= K(l—%) = ket =.
v
o
Damit wird aus den Gleichungen (1) und (2)
- +
W = X=vt (A) = X+ vt (B)
s A
c? ¢

Die Transformationsgleichungen fiiund t erhalten wir, indem wir zunachst die Gleichung f&th

X' auflésen:
2
Vv
X = x,/l——2 - vt.
C

Dies in die linke Seite der Gleichung (A) eingeteé&tert

2
/ Vv X= Vvt
X l=— —vt= :
C V2

o
Durch Auflésen nachi ergibt sich schlielich
=V
t=——= (O
V2
o

Analog findet man



Die Transformationsgleichungen f{iundz findet man durch folgende Uberlegung:

Auf der Y’-Achse des Systen® befinde sich im Abstang’ von O’ ein Spiegel, der einen zur Zeit
t' =0 vonO’ nach oben ausgesandten Lichtimpuls n@chreflektiert. Flr einen Beobachter 8i
bewegt sich der Lichtstrahl auf dét-Achse. Der Lichtstrahl treffe zur Zdit wieder inO’ ein. Der
bis dahin von ihm zurlickgelegte Weg ist

s=2y
Die Laufzeit des Lichtimpulses ist

=5_2Y
t_c c ®)

Fiur einen Beobachter i8 bewegt sich der Lichtimpuls auf einer geknicktanid, die mit derX-
Achse ein gleichschenkliges Dreieck bildet:

Der im Systens zuriickgelegte Weg ist

[yt
s=2,|y+ 7

wobeit die Laufzeit des Lichtimpulses im Syst&ist. Aus dieser Gleichung folgt

t2
2.y +V —
=2V 4

c



Durch Quadrieren und Auflésen nagrergibt sich

2
tz(l—v—)=ﬂ = t1-

Al <

c? c?

2
t1-— =t = r=2Y
c c

Durch Vergleich mit Gleichung (5) ergibt sich

2y _2y
cC cC

Aus Gleichung (D) folgt mik' = 0

y=y.

Durch eine analoge Betrachtung findet man

Z=7.

Alle sechs Transformationsgleichungen nochmals uisefhmenhang:

V
1_§ 1_?
\)
t—-—Xx t'+— X
t=r (@ = ()
V
1_? 1_?
y=y (E) 2=z (P

Die ersten vier Gleichungen liefern nur dann eddliaind reelle Werte flr die Koordinaten im
anderen System, wenn kleiner alsc ist. Dies ist ein erster Hinweis darauf, dass \dakuum-
Lichtgeschwindigkeit eine nicht zu erreichende Gogaschwindigkeit darstellt.

Es soll nun noch bestatigt werden, dass sich einbtwelle in beiden Systemen tatsachlich mit
derselben Geschwindigkeit ausbreitet. Dazu nehnieRolgendes an: Zur Zeit=t' = 0 werde vorD
und O’ (die in diesem Augenblick koinzidieren) eine Kugelle ausgesandt, welche sich im System,
Smit der Geschwindigkeit ausbreitet. Fur alle Punkte der Wellenfront gihd

X +y +7=2¢t.

Diese Gleichung transformieren wir mit Hilfe dere@@hungen (B), (D), (E) und (F) und erhalten nach
einfacher Rechnung

(x) +(y) +(2) = (1)

Die Lichtwelle breitet sich also auch im Syst&mach allen Seiten mit der Geschwindigle(d. h.
als Kugelwelle) aus.



8 4 Konsequenzen der Transformationsgleichungen
fur bewegte Korper und Uhren

Wir betrachten eine im Syste8i ruhende Kugel vom Radiug deren Mittelpunkt ir0’ liegt. lhre
Gleichung lautet

N2 2 2
(x) +(y) +(2) = R.
Im SystemS dagegen hat die Kugel zur Zeit 0 die Gleichung
2
-+y'+7=R.

Die Kugel hat also fiir einen relativ dazu bewedewmbachter die Gestalt eines Rotationsellipsoids

mit den Halbachsen
2
/ Vv
1——2, R R
C

Die Kugel erscheint also dem relativ dazu bewedteobachter in Bewegungsrichtung verkurzt.
(Spater wird sich zeigen, dass der Grund daflrein»Relativitat der Gleichzeitigkeit« zu finden, ist
das heil3t darin, dass zwei Ereignisse, die in dagneSystem gleichzeitig sind, es im anderen System
nicht sind.) Im Ubrigen ist auch dieser Effekt s»peak«: Fir einen Beobachter B ist ein inS
ruhender Korper in Bewegungsrichtung verkirzt. Aulibs bestétigt die Gleichberechtigung der
beiden Systeme.

Betrachten wir nun die Uhr, die im Urspru®gdes SystemS’ ruht, vonSaus. Zur Zeit = 0 steht sie
gegenuber vo® und zeigt’ = 0 an. Zu einer spateren Zgitst ihre Koordinate irS

X, = Vt.

Aus Gleichung (B) ergibt sich die von der beobateitdJhr angezeigte Zeit
v V V
t,—— - 1-—

1:I=1 CZX1=t1 Czt1=t C2 = 1_\/_2

1 2 1 1 2°

1- \/1—"2 \/1—"2 ©

¢ c ¢

Die Uhr inS’ geht also fur den BeobachterSitangsamer als seine eigene Uhr.

Auch dieser Effekt ist — wie die Verkirzung in Bguegsrichtung — relativ und reziprok: Beobachtet
man vonS’ aus die inO ruhende Uhrso findet man fir ihre Anzeige zur Zé&it den Wert

1 V 1 1 V2
tl+7xl tl(l_z) V2
t=—C = C =t 1-—
1 2 1 2"
LY v ¢
c? c

Diese beiden Gleichungen stehen nicht in Widerdpaueinander, denn sie gelten unterschiede-
nen Voraussetzungen: die obere gilt fir einen Belalea inS, die untere fir einen BeobachtarS'.
Im oberen Fall wird die i®’ ruhende Uhr vois aus beobachtet und mit zwei verschiedenen Uhren in




Sverglichen, die fur den Beobachter3rsynchron gehen. Im unteren Fall wird digQnmuhende Uhr
von S’ aus beobachtet und mit zwei verschiedenen Uhregliefeen, die inS’ synchron gehen.
Letzten Endes beruht auch dieser Effekt auf deatiitkit der Gleichzeitigkeit. Tatsachlich wird der
Gang einer Uhr natdrlich nicht dadurch objektiv dndabsolut«) verandert, dass sie von einem
anderen, relativ zu ihr bewegten System aus betdtaeird.

8 5 Additionstheorem fur Geschwindigkeiten
Im SystenS’ bewege sich ein Punkt gemal3 den Gleichungen
X=w.t, y=wt 2=0,

wobeiw, undw, die konstanten Bahngeschwindigkeiten des PunktBscimtung der entsprechenden
Achse sind. Gesucht sind die BewegungsgleichunganRlinktes im Syste® Setzt man in der
ersten dieser Gleichungen

%
X - vt . t=2 X .
X = (Gleichung Avon S. 5) undt' = ( Gleichung C vBn5)
V2 Vv
R s

ein und 16st nack auf, so erhalt man

VW, .

VW,
1+ 2

Dies ist die Gleichung einer gleichférmigen BewegimRichtung deX-Achse mit der Geschwindig-

keit

X (6)

Ferner ist (mit Gleichung (6) zum Eliminieren wgn
2
v v
t=2X  w,t v(v+w) 1-=
=v=w.t=w. ¢ = y 1- = c w,. t.
y=y W W V2 V [ c? +VW, vw, Y
1-—  J1-= 1+—~
2 C2 C

C
Dies ist die Gleichung einer gleichférmigen Beweagum Richtung deiY-Achse mit der Geschwin-
digkeit

Im SystemS’ hat der betrachtete Purdie Geschwindigkeit



W= W+ W
Sie bildet mit deX’-Achse den Winkel

W,
a = arctan—
W,

X

Im SystentS hat der Punkt die Geschwindigkeit

u= JoEe g = \/(”W*‘)Z (g )w _

Farw, = 0 wird w = w, und

V+Ww
u=—or. (9)
1+—
c

Man erkennt daraus, dass sich selbst durch Ubedagesehr hoher Geschwindigkeiten keine hohere
Geschwindigkeit als erzielen lasst. Selbst wenn mar w = ¢ setzt, wirdu nicht grof3er als.

AbschlieRend noch eine Folgerung von grundsatali@edeutung: Hat man drei gleichberechtigte
InertialsystemeS, S’und S” derart, dassS’ gegenuber die Relativgeschwindigkeithat undS”
gegenubelS’ die Relativgeschwindigkeitv (beide in Richtung deX/X'/X” -Achsen), dann had”
gegenubeBdie Relativgeschwindigkeit

V+Ww
AT'A
1+—-
C

Die Transformation vors auf S” kann dann einfach so vorgenommen werden, dass maen
Transformationsgleichungendurchu ersetzt. Man gelangt zum selben Ergebnis, wennerstrvon

S auf S’ transformiert (mitv = v) und dann vors’ auf S” (mit v = w), wie man durch eine etwas
muhsame Rechnung bestéatigen kann. Dieses Ergebmhésitet, dass die Transformationsgleichungen
eineGruppeim mathematischen Sinn bilden.



Elektrodynamischer Teil

8§ 6 Transformation der Maxwellschen Gleichungen fii ~ r den leeren Raum
Wir setzen voraus, dass im Syst8uaiie Maxwellschen Gleichungen fir den leeren Raatteq:

rotH =80:—f, rote =—uoaa—|:, div = 0, divH = 0

Wir beschreiben die Feldvektor&nundH durch ihre Komponenten wie folgt:

E=E. B, BE)=X Y, 2 und H=(Hx, H, H)=(, M, N.

Alle Komponenten und damit auch die Feldvektorennign Funktionen voR, y, z undt sein. Es ist

rotH = a—N—a—M i+(%—a—N)j+ a—M—% k
ox 0

nun

oy 0z 0z 0X y

0Z 9Y). (90X 9Z). (oY 9X
rotE =| —-— I+(———X)j+ —-—1k
(Oy az] dz 0 ox 0y

In Komponentendarstellung lauten die MaxwellschégicBungen (mit vertauschten Seiten)

e OX_ON _am oL _dY 9z
ot ody oz’ 0t a9z oy
Y _OL N M _ozZ aX
9t 09z ox’ °9t ox a4z

0Z oM oL ON _9X Y

%t " ax oy’ Mot ay ox
Diese Gleichungen sollen nun in das Sys&nransformiert werden. Das geschieht im Prinzip so,
dass die partiellen Ableitungen nachy, zundt durch solche nack’, y’, z’ undt’ ersetzt werden.
Dabei muss man bertcksichtigen, dass im Sys$edie Koordinatenx, y, zundt voneinander
unabhéngige GroRRen sind, nach denen die Feldskimkgronenten partiell differenziert werden kon-
nen. InS’ dagegen hangt die Zeitkoordindtenicht nur vort, sondern auch voxab. Folglich gilt fur

die linke Seite der ersten Gleichung
oX (GX oX 0X ar)
=g, +——,

€ —— ——
ot ox' ot ot ot
und wegen
ox' _ ot' _ oo
E__BV und E_B mit B = =
-z
ist
€ a—xzs 6_X6_X+% =¢ —[3va—x+[3a—X
®at  °lox ot ot ) ° ox = at )



Day nur vony’ abhangt, una nur vonz’, und

oy’ _0Z _
6y az

ist, erhalt man flr die rechte Seite der Gleichung

ON oM aNay oMoz _dN oM

6y 9z T ayay azaz oy 0z
Diese Ergebnisse in die erste der sechs Gleichumgeroben eingesetzt, und diese dann geordnet,
ergibt
X X N M
0 0 0 0 (10)

P TPV Yoy T oz

Die Tatsache, dass im Vakuum das elektrische Redtlanfrei und folglich
divE =0
ist (3. Maxwellsche Gleichung), kann man dazu nutie dieser (und spater auch in der vierten

Gleichung) die partielle Ableitung voXinachx’ durch solche nacyi undz’ zu ersetzen und dadurch
einen Vergleich einander entsprechender Gleichuegatglichen (siehe unten).

Die 3. Maxwellsche Gleichung lautet explizit

X 0¥, 0Z_  9X__9Y 9Z g
ox o0y 0z 0 X oy 0z

Fur die linke Seite der Gleichung (11) erhalt marct Einfihrung der neuen Koordinaten

X OXOX aXat_,0X vo X

ox oxox atax Pax Paar

Fur die rechte Seite findet man

_9Y _9Z__0Ydy 9702_ 9 dZ

dy 9z dyady 9z9z Ay 92
Einsetzen in (11) ergibt
ax ~Zar ay o7

Dies wiederum in (10) eingesetzt ergibt nach eimémcUmformungen schliellich
ox __9(N-¢gvY)

_ _L3(M+g,v2)
S P oy P

Ganz analog erhalt man die tbrigen funf Gleichungen

10



a(y- uovN) oL _9( N-g, v

BP0 “or P ax

0(Z+u,vM) _9(M+gvz) oL
&, ot =B ax B
X oy

Lo Ba(Y—povN)_Ba(z+povM)

Ho e 0z ay ’
O(M +evZ) _ a(Z+p,vM) ax
T T 87"
o(N-g,vY) _9X _ a(Y-u, VN
MB35 oy P ax

Das Prinzip der Gleichberechtigung aller Inertiateyne fordert nun, dass die Maxwellschen Glei-
chungen auch im Syste$igelten, wenn sie im Syste@gelten. Es muss demnach sein

oX'_ON'_am aL_ov oz
o ey oz° Mot az ay’
Y oL aN IM 37 axX
€ T A Mo an T oo T A
o oz ox 3t X 027
0z’ _aM’_aL aN'_axX' Y

% ax ay'  °ar oy ox’
Ein Vergleich der einander entsprechenden Terndeinbeiden Gleichungssystemen ergibt

X' _ 9X oY _ (Y -p,vN)

=—, , usw.
o' ot ot ot'

Daraus folgt durch Integration
=X+C, Y=B(Y-p, W+ ¢, usw.

Die Integrationskonstanten sind die entsprechekaenponenten eines homogen, zeitlich konstanten
Feldes, das im Syste8i dem verénderlichen elektromagnetischen Feld Ufperiast. Einem solchen
Feld aber wirde auch im Systeé®rnein homogenes, konstantes Feld (wenn auch evtlanderer
Feldstéarke) entsprechen. Von einem solchen Feldredi®n wir von Anfang an abgesehen, weil es in
den Maxwellschen Gleichungen ohnehin keine Rollelep wirde. Also setzen wir samtliche Inte-
grationskonstanten gleich null und erhalten so

X'= X, L'=L,
Y'=B(Y-H,VN), M=pB( M+g,v3,
Z'=B(Z+p,vM), N'=B( N-g, vY).

Im SystentS’ existieren also im Allgemeinen andere Felderras im Einzelnen:

1. DieX-Komponente der elektrischen Feldstarke h&umdS’ denselben Wert.

2. Dasselbe qilt fur di¥-Komponentd. der magnetischen Feldstarke.

11



3. DieY-Komponente der elektrischen Feldstark&imangt aul3er vod auch vorN ab. Selbst
wenn inS kein elektrisches Feld existiert, kanrSheines vorhanden sein, namlich dann, wenn es
in Sein entsprechende Magnetfeld gibt.

4. Analoges gilt fir diZ-Komponente der elektrischen Feldstark&in

Und so weiter.

8 7 Dopplersches Prinzip und Aberration

Die betrachteten Bezugssysteme sollen von ein&treteagnetischen Welle durchlaufen werden, die

von einer von den UrspringéhundO’ der Systemesehr weit entfernten Quelle ausgeht. Dann kann
die Welle in der Umgebung der Urspriinge als ebgesehen werden. Die Welle besteht aus einem
elektrischen und aus einem magnetischen Feld; eliéstarkevektoren konnen in Vektoreichungen

dargestellt werden:

E=E,sin®, H=H,sin®

Die Komponentendarstellung der Felder ist dann (@abhselben Bezeichnungen wie im letzten
Paragraphen)

X =X,sin®, L= L, sin@ ,
Y=Y,sin®, M= M, sin@ ,
Z=7,sin®, N= N, sin® .

Dabei ist@ der orts- und zeitabhangige Phasenwinkel im PROkty, 2 zur Zeitt, fur den gilt

¢=w(t—ax+:0y+ cz), (12)

wenn zur Zeit = 0 im UrsprungO @=0ist. Dabei istvdie Kreisfrequenz der Welleuy= 2 1tf). In
der folgenden Abbildung ist zur Vereinfachung arayamen, dass die Frontebenen der Welle (blaue
Linien) auf derXY-Ebene senkrecht stehen.

N
NA
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Der Einheitsvektor der Wellenfrontnormalen sei (a, b, § = (cosa , cosf3, cosy). Der Betrag des
Skalarprodukts n = ax + by +czist gleich der Lange der senkrechten Projektionm vauf n, also
gleich der Streck®A. Der Quotient

ax+ by+ cz
G

(co = Vakuum-Lichtgeschwindigkeit) ist die Laufzeitrd&/elle vonO nachA. Im abgebildeten Fall
ist diese negativ, da undn einen stumpfen Winkel bilden und der PuAkvon der Welle friher
erreicht wird algO.

Es soll nun untersucht werden, welche Eigenschatiese Wellen im SystemS’ haben. Durch
Ubernahme der Ergebnisse aus § 6 erhalten winéliKdmponenten der Feldstéarken

X'=X,sin®, L'= L, sin@ ,

Y'=B(% -H,VN)sin®,  M=B( M +g,vZ)sin®

Z'=B(Z+u,vM,)sin@,  N'=B( N-g, vY)sin®.
Fir den (unveréanderten) Phasenwinkel gilt im Sys$ém

a'x+b X+ ¢ z)l (13)

@ =co'(t'—

Die in dieser Gleichung auftretenden Konstantedeimwir durch folgende Uberlegung: Wir gehen
von Gleichung (12) aus und transformieren mit dégicBungen (A) bis (E) die Koordinaten y, z
undt. Dadurch erhalten wir

®= co(Bt'+ B x'—
o5

= Bw{t'(l—ﬂ)—i x'(a——v)+—b y'+—C z}.
G) G G) Be™ B¢

Um diese Gleichung mit Gleichung (13) vergleicharkénnen, nehmen wir eine weitere Umformung
VOr:

aB(x+vt)+ by+ cZ]

Y, b C
a-— [+-y+—-2
)

|
@ =pw 1-2Y ¢ P~ B
G 1V
G
Nun ergibt der Vergleich einander entsprechendem&aind Koeffizienten:
Y
s b c
w=p 1—ﬂ/ W, a'=—C°, b'=———, C=——.
% 1-2V B(l_avj B(l_aVJ
G G G

Interessant ist vor allem die erste dieser vieridBlengen, welche die Kreisfrequenz betrifft. Kirzt
man sie durch 2, so erhalt man eine Aussage Uber die Frequenzezidien Systemen:

13



av \Y;
1-— 1-—-cosa

fr=f q; = f Q)\F .
V
1= =Y
Co G

Dabei ist (siehe oben nach der Abbilduag) cosa der erste Richtungskosinus. Fiie= O ist cosa =
1 und wegen

(14)

cosa+ codB+ cosy=1

muss cog? = cosy= 0 undfB = y= 90° sein. Die Welle breitet sich dann in Richtung Hekchse aus,
und die Gleichung (14) vereinfacht sich zu

Furv gegen-c, geht die Frequenz gegen unendlich.

Aus der Gleichung

\
a—i
G
12V
G

folgt mit
a'=cosa' und a= cod

(erster Richtungskosinus 8i bzw. in9)

Vv
CoSsOl ——
cosa ‘= :
Vv
1-—cosa

Diese Gleichung ist das Aberrationsgesetz in seiflgemeinsten Form. Fiar = 772 (Lichteinfall inS
senkrecht von oben) erhalt man fur den Einfallwinkes’
. v
cosa '=-——.
(o
Furv = 30 km/s (Umlaufsgeschwindigkeit der Erde) wgd= 300 000 km/s ergibt sich der aus der
Astronomie bekannte Wedt = 20,5".

Schliel3lich bleibt noch zu untersuchen, welchen tWexr Amplitude der Welle im Syste®' hat.
Dazu betrachten wir einen Lichtstrahl, der in #&Ebene verlauft und mit de¢-Achse den Winkel
a bildet. Der Lichtstrahl sei linear polarisiert,dumwar so, dass der elektrische Feldveian der
XY-Ebene schwingt, der magnetische Feldvekigparallel zurZ-Achse. Die Amplitude der elektri-
schen Feldstarke sd&, die der magnetischen Feldstarke Bgi Da die magnetische Feldstarke
parallel zurZ-Achse verlauft, ist mit der oben verwendeten BdraicigH, = No.
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Wir zerlegerk, in die Komponented, undY, (siehe Abbildung auf der ndchsten Seite). Es ist

X,=Esina, ,=FEcozr und E= X+ Y
Im SystentS’ ist
E%=X2+Y2= X +p*( ¥ -1, vI}I)2 = Esifa+B?( Ecost—y, v[)\l)2
Wegen der Umformung voX o und Y’ siehe die Gleichungen am Ende des 8§ 6 auf S. é2. &ei
einer elektromagnetischen Welle ist Hg = c&Ey und daher
E2 = E2sin*a +p? (E, cost —p, V&, E)°
und

2
: sinza(l—vz)+(00$( —&Hyev)”
Eo =sin*a +B* (co —¢ ‘= c
E, = o“ocv) = 2 :

Nach einigen weiteren Umformungen und sit, = 1/c? ergibt sich schlieRlich

<

EO 2

und fira=0

X

Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn die Polddsatichtung um 90° gedreht ist, sodass der
elektrische Feldvektor parallel zdrAchse schwingt. Bei beliebiger Polarisationsriclgikann die

15



Welle in zwei Teilwellen zerlegt werden, welche digen behandelten Polarisationsrichtungen haben.
Das Ergebnis gilt also allgemein.

8 8 Transformation der Energie elektromagnetischer Wellen. Theorie
des Strahlungsdrucks.

Im ersten Teil wird untersucht, wie sich die elektagnetische Energie verhdlt, die in einem Raum-
stiick vorhanden ist, das von einer geschlosseriahé&lumfasst wird, wenn man vom Systerum
System S’ Ubergeht.

Die Bewegungsrichtung der Welle im Syst&nwerde wieder beschrieben durch die Richtungs-
kosinusa, b, cder Wellennormalem. Wir betrachten nun eine Kugel vom RadRisderen Mittel-
punkt sich zur Zeit = 0 inO befindet und die sich mit Lichtgeschwindigkejtin Richtungn bewegt.
Die Gleichung der Kugelflache ist dann

(x-gat) +(y-gb) +(z= gcf = R
Diese mit der Welle mitbewegte Kugel enthalt jedérdieselbe Energiemenge wie zur Zeit0. Wir

berechnen nun das Volumen, das diese Kugel im ®&ySteur Zeitt’ = 0 hat. Durch Transformation
der in der Kugelgleichung auftretenden GroRen mSigstens ergibt sich

(Bx'—aﬁlx) +(y— B~ x) +( > pY %: R.
G G G

Dies ist die Gleichung eines Ellipsoids. Bdr= 0 erhalt man die Gleichung der Schnittkurve des
Ellipsoids mit defy’ Z’-Ebene:

y|2+ Z|2= R’.’ ,
die Gleichung eines Kreises mit dem Radirud=ir einen beliebigen konstanten Wert vorrgibt
sich die Gleichung des Schnittkreises des Ellipsaiit der Eben& = konst.:

(y'—bsli +(z— 8- >'<J= F%-(B e pr % .
G G G

Fur dessen Radiuggilt:

r? =R2—([3x'— P XJ = R-p %(1—E’J.
G G

Der Radius r wirchull in dem am weitesten links und in dem am weitestehts gelegenen Punkt des
Ellipsoids. Fur diese Punkte gilt demnach
R

Xll,z = :F—a\/'
o-3)
G

Ersetzt man entsprechend dem Satz von Cavaliergegsben Ellipsoid durch ein volumengleiches
Rotationsellipsoid (siehe Abbildung) mit den Halbsen
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so ergibt sich das Volumen zu

3
V'= T[rl Iy Lav'
a-)
C
Mit a = cosa und
3
V = 41R
3
erhalt man
2
-2
V' _ Co
v 1-——cosa

Die mittlere Energiedichte veiner elektromagnetischen Welle ist proportionamd@uadrat der

Amplitude des elektrischen (und des magnetischefdes. Fur das Verhaltnis der im betrachteten
Raumstlick enthaltenen EnergieSundS’ gilt:

2
l—lcosa 1—ﬁ 1——V cos
W'_kESV' _ g g _U 6

W kEfV_(l_sz(l_vcosaj_ 1_v2
C G

2

Diese Gleichung geht fiir = 0 tber in
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Nun kommen wir zum zweiten Teil, zur Theorie desSiungsdrucks.

Die Ebenex = 0 des Bezugssystens sei eine vollkommen spiegelnde Flache, an derimiés 6
betrachteten elektromagnetischen Wellen reflektiggtden. Gesucht sind der auf die spiegelnde
Flache ausgelibte Lichtdruck, die Richtung, die &eeg und die Intensitat des Lichts nach der
Reflexion. Das einfallende Licht sei durch die Amyle A des elektrischen (oder auch des
magnetischen) Feldes, durch den Winkelnd durch seine Frequehgekennzeichnet. Im Systegh
sind die entsprechenden Grof3en dann

\Y;
1-—cosa
A=A—C

Wenn wir den Vorgang der Reflexion im Syst8nbetrachten, erhalten wir fir das reflektiertefitic

A=A,
CoSsa "= - cow
fr=f,

Durch Rucktransformieren auf das Syste(wobei beim jeweils ersten Schritt in den obehetelen
Formeln lediglich v durch —v zu ersetzen ist) erhé@n fir das reflektierte Licht

COSO(—y
1_¥7C
1+ycosa " 1—¥ co® 1—y cos Cl——v cas
AIII_ AII C — A\' - A C C
2
1-Y 1-Y - -V
Cc C c ¢
1—ycosa—— c0$x+ﬁ 1—2—V coe+i
- A c ¢ - A ¢
A v
c? c



cosa v
\Y

_ c .Y 5
v \Y v \ v
cCosO +— — co® +— 1-~ cos © (1+ ZJCOSG -2—
cosa "= C - €= ¢ =-~C €,
Y, i Y, , v v vV
1+—cosa" 1-— cos cog —— 1-2—coso +—
Cc c 1=V c c c?
\
€1-"cosa
C
Vv . Vv V
1+ —cosa 1-2— cost +—
flll= fll C = f C (\’2

Va vY
-2 (11;)

Die (mittlere) Energiedichte einer elektromagnétest Welle iswv = & E? = 14 H?, wobeiE undH die
Amplituden der Felder sind. Vom Syste® aus gesehen ist die Horizontalkomponente der
Geschwindigkeit der Welle gegentiber dem Spiegel

Vv, = ccosa - V.
Die im ZeitintervallAt auf die Spiegelflachég treffende Lichtenergie ist daher

AW =¢,E* (ccosa— V) AAt,

die flachen- und zeitbezogene Energie, also dhfiibezogene Leistung ist
P _4awW
A AAt
Fur die reflektierte flachenbezogene Leistungegiltsprechend

=g,E*(ccosa-V) =¢, B c{ cosx ——VJ
c

Die Differenz dieser beiden Grof3en ist die auf 8piegel tbertragene flachenbezogenen Leistung:
P-P _Fv

r

A A

wobei F die auf den Spiegel ausgeubte Kraft ynder Druck auf den Spiegel ist. Durch die oben
beschriebenen Transformationen findet man schékli

2
v
cosal —)
p=2¢,E —( ¢/

pva

In erster Naherung (d. h. fiir kleine Geschwinditgk@) ergibt sich daraus — in Ubereinstimmung mit
der Erfahrung und anderen Theorien — der Wert

p=¢,E°cosa.

Nach der hier an einigen Beispielen gezeigten Mighkdnnen alle Probleme der Optik bewegter
Korper gelost werden. Das Wesentliche dabei ists dée auftretenden elektrischen und magnetischen
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Felder, die durch einen bewegten Korper beeinflwestien, auf ein relativ zu dem Korper ruhendes
Bezugssystem transformiert werden. Dadurch laebtjsdes Problem der Optik bewegter Korper auf
eine Reihe von Problemen der Optik ruhender Kézpdickfihren.

8 9 Transformation der Maxwellschen Gleichungen mit
Bericksichtigung der Konvektionsstrome

Wir nehmen an, dass in dem betrachteten Raumstéalediiche elektrische Ladungen
vorhanden sind, die quasi kontinuierlich (aber hiabtwendig gleichmafig) im Raum verteilt
seien. Diese Raumladungen mit der Raumladungsdichte

p = lim ﬂ :d_Q

av-0 AV dV

bewirken zweierlei:
1. Sie sind Quellen eines elektrischen Feldesjdidrgilt:

_9E OB O, _oX 3Y 9Z_p
+ = +—+—=—

div
v T oo oy 0z 0Xx 0y aze

2. Sie stellen, wenn sie sich bewegen, elektriiinéme (»Konvektionsstréme«) im Raum dar. Fir

die Stromdichtg dieser Strome gilt, wena die Geschwindigkeit der Ladung an der betreffenden

Stelle ist
] =pu.
Damit lautet die 1. Maxwellsche Gleichung
rotH = +soa—E=pu+soa—E,
ot ot

und in Komponentenform

oy se OX 0N M AL_3Y 02
%ot o9y o9z’ "°ot 9z oy

oo s Y _OL_ON  OM_9Z_oX
Yy 0%y " az ax’ %ot ax a4z

0Z OM oL oN 6X aY

U+€ _—
Pl %5, “ax ay’ Mot ay ax

Die Transformation auf das Systems S’ zeige iclsgelhaft an der ersten Gleichung und verweise
zur Abklrzung auf den Rechengang in 8 6. Zunackstien wieder die partiellen Ableitungen nach

y undz durch solche nach, X, y' und Z ersetzt. Dadurch erhalt man zunachst (s. Gleigi{@pauf S.
10)
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X aX X at)_aN oM
PU +E | ,
ox at ot at) oy oz

oX oX ON GM
+ o R
P *e ( Bvax Bat') ay 9z (14)

Zur Eliminierung von
oX

ax

bilden wir zunachst
6X \Y; a X

x Ba_X_B ¢ ot

und setzen dies in die Divergenzgleichung

dlvE—a—X+a—Y+a—Z P
ox 09y 0z g,

ein. Das ergibt
voX _p 0Y 0Z_p 0Y 97

Ba_x P or Te, 0y 0z & 0y 02

woraus folgt
6X_p+ voX 9dY 97

B&‘g P ot ay 02

Dies in Gleichung (5) eingesetzt ergibt

p_gVdX, dY, 0Z ,0X)_9dN_aM
pu, * o |~V —B Ve e L e = S0
g, ot Yoy T Vaz et Tay oz

_ V) aX _ d(N-g,VvY) a(M+50vz)
p(u, v)+so[3(1 )at 3y 57

und nach Multiplikation miz
ox __9(N-gvY) a(M+g, v2)
u-v)+eg,—= - .
pB( X ) 0 atl B ay. B azl
Wegen der Gleichberechtigung der Systeme lautetritigprechende Gleichung$h
. oX' _oN' oM’
puU . +&—=—"————.
ot ady' 0z

Berucksichtigt man, dass nach dem AdditionstheatenGeschwindigkeit
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ist, SO muss
u, v ,
pB(l— > )= p
C
sein, oder
1- uxzv
p'=——=p.
v
-z

Ferner ist (von Integrationskonstanten abgesehmrerdkonstante Felder entsprechen wirden)

_ N-gvY _ M+¢g,vZ

[=an=3

Analog findet man die Ubrigen beiden Gleichungen:

=X, N'=

o(Y-u,vN) oL d( N-¢,v
Uy-p'+£o[3—( atl.o )=$‘B—( ao Y)

o0(Z+p.vMm 0(M+e,vZ) oL
u,p'+€,B ( atl.o )=B ( ax.o )_E

Ein Vergleich mit den entsprechenden Maxwellsch&xidBungen fir das System S’ ergibt:
X'=X, L'=1L,
Y'=B(Y-l,vN), M=p( M+g,v3,
Z'=B(Z+u,vM), N'=B( N-g,vY).
Die Ubrigen drei Gleichungen (die das 2. Maxwelis@esetz betreffen) sind identisch mit den friher

fur das Vakuum gefunden Gleichungen.

Aus der oben fir die Raumladungsdichte gefunderransformationsgleichung lasst sich ein wich-

tiger Satz ableiten:

Im SystemS ruhe eine Kugel vom Radius Sie umschlieRe eine elektrische Ladung mit der ko

stanten RaumladungsdichteDie umschlossene Ladung ist dann
4_ 3
=—TU°p.
Q 3P

Fur einen Beobachter iB8’ ist diese Kugel ein Rotationsellipsoid, desserBawegungsrichtung

liegende Halbachse die Lange
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2
v
r'=,1-—r
Cc

hat. Dieses Rotationsellipsoid hat fiir einen Bebt&dnS das Volumen

2
vi=dme 1-Y
3 c

Die Raumladungsdichte ist fur diesen Beobachtegénes, = 0)

Die von der Kugel umschlossene Ladung ist dahedéirBeobachter i
4
Q'=V'p'=§nr3 =Q.

Das bedeutet: Die elektrische Ladung eines Korprgon der Relativgeschwindigkeit des Beob-

achters unabhangig. Die elektrische Ladung ist sasolute GroRe«.

8 10 Dynamik des (langsam beschleunigten) Elektron s

In einem elektromagnetischen Feld bewege sichuiktfirmiges, mit einer elektrischen Laduag
versehenes Teilchen (im Folgenden »Elektron« gahatessen Bewegungsablauf untersucht werden
soll.

Ruht das Elektron zu einem bestimmten Zeitpunktyisd der Zusammenhang zwischen seiner Masse
M, seiner Ladung, der Komponenten der elektrischen Feldstéarke eimks Beschleunigung durch
folgende Gleichungen beschrieben:

d?x

—=eX,
“dtz

d’y

—=eY,
“dtz

d’z

—=el
“dtz

Besitzt das Elektron dagegen zu einem bestimmtéputitt = 0 die Geschwindigkeit in Richtung
der +X-Achse, dann befindet es sich in dem oben besadnwab Bezugssyste®' in Ruhe. Dann
lauten seine Bewegungsgleichungesimn diesem Augenblick:
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d’x'

e =8
d2 '

“dtz =ev,
d*z' ,

udt'z =eZ.

Unter der bei der Herleitung der Transformationsgilengen gemachten Annahmen kénnen wir diese
Gleichungen auf das Syste®munter Benutzung der folgenden Beziehungen transéoen:

t'=[3(t—C—V2xJ,

X =B(x-vt) X'= X,
y'=ya Yl=B(Y_p.OVI\),
7=z Z=B( Z+u, vM).

AulRerdem — und vor allem — werden die zwei Addgtbeoreme fir Geschwindigkeiten bendtigt, aus
denen Additionstheoreme fiir die Beschleunigungevogeen werden:

1. Aus
V+ W,
w, =
VW,
1+—
c

folgt fur die Beschleunigung

ax=dwx= dt c? & dt
a (1+VV;IX')
Cc
und mitw, =0
%
(-r ) e e)
2T T T ara ) &
wegen
dt’ Va dw,,
S h-Y und —X=
dt c? Hn dt' &

2. Aus dem Additionstheorem fug, folgt mitw, = 0

V2 dw, \/wa. dt
W, =, [1-—w, — = 1-——
Y T Ta ¢ dt' dt

und schlieflich
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RGN

c

Analog findet man
2

V
af(l‘?)af-

Dass die Transformationsgleichungen fur ax unday. laz sich unterscheiden, leuchtet unmittelbar
ein. Die »transversale Beschleunigung« des Elegti@as ist die Beschleunigung senkrecht zur
Bewegungsrichtung) ist im Systeghkleiner als inS’, weil die Uhr des Beobachters &fur ihn
schneller geht als eine B ruhende Uhr. Wegen der zweimaligen Differentiatiott der Faktorf3
zweimal auf. Das gilt auch fur die »longitudinalesBhleunigung« (das ist die Beschleunigung in
Bewegungsrichtung), jedoch tritt hier der Faktardgh ein drittes Mal auf, weil die Geschwindigkeit
des Elektrons in S wegen der relativistischen Additler Geschwindigkeiten langsamer wéchst als in
S'. Esist also:

dzx'_Bgdzx dzy'_Bch'y dz'_Bz dz
dt? dt®’ a® a?’ d? d®
So erhalt man schliellich die transformierten Bawgggleichungen:
B’ x_ e X
T ’
d2
HB Y =e(Y-p,vN),
t
d’z
“BW=e(Z+“OVM)'

Betrachten wir zunéchst die erste Gleichung. Wemramnehmen, dass das Elektron auch im System
Sdie Ladunge hat, was durch friihere Betrachtungen gerechtfagtigund ferner annehmen, dass die
Gleichung »Kraft = Ladung mal Feldstarke« auchbi@wegte Elektronen gilt, dann ssiXdie inS auf

das Elektron in Richtung deX-Achse wirkende Kraft. Setzen wir ferner die Gikdg des
dynamischen Grundgesetzes in der Form »Kraft = Masal Beschleunigung« auch fiir einen
bewegten Korper voraus, dann hat das Elektron iste®yS gegenlber Beschleunigung kK
Richtung eine Tragheit, die der Masse

m, =B3u=—
2

entspricht.

Aus der zweiten und dritten Gleichung folgt analog

w:m:ﬁu: = =
V
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Diese Ergebnisse waren damals bereits aus Messamgsthnell bewegten Elektronen bekannt. Die
beiden Massen wurden als »longitudinale Masse«witnashsversale Masse« bezeichnet. Spater setzte
sich die Erkenntnis durch, dass ein Kdrper niclei gerschiedene Massen besitzt, sondern dass die
verschiedenen Werte durch die Tragheit der kinke¢iscEnergie des Korpers zustande kommen.
Dariuber spater mehr.

Bei der Beschleunigung entzieht das Elektron desktéschen Feld Energie
W= I “exd x
0

Erfolgt die Beschleunigung sehr langsam, gibt da&tEon keine Energie in Form von Strahlung ab,
und die dem Feld entzogene Energie geht auf dddr&teals kinetische Energie tUber. Da wahrend
des ganzen Vorgangs die erste der oben stehendegBegsgleichungen gilt, ist

1

dv v
E. =IOX1eXd X= J.:Bﬁiad x=|1J‘0 BBwvep & —-1].

Schreibt man diese Gleichung in der Form

u

B = ¢

so steht in der Klammer die Differenz zwischen ttansversalen Masse und der Magse&les
Elektrons. Deutet man diese Differenz als die Massder kinetischen Energie, so erhélt man

rnE:C2 Oder E(in=r@6‘
Alternative: Setzt man die Gleichufig= m ¢ (die Einstein im Herbst 1905 veréffentlichte) als
bekannt voraus, dann liegt die Deutung nahe, dadsahsversale Masse gleich der Summe aus der

(unveranderlichen) Masse des Elektrons und der Mssisier kinetischen Energie ist.

Der Unterschied zwischen der transversalen Massalenlongitudinalen Masse beruht darauf, dass
bei transversaler Beschleunigung sich die Geschghei des Elektrons (und damit auch seine
kinetische Energie) sich nicht &ndert. (Transver8aschleunigungen laufen ohne Energieaufwand
ab.) Bei longitudinaler Beschleunigung dagegen wagldie Geschwindigkeit, die kinetische Energie
des Elektrons und damit auch die Masse der Enddigs. dulRert sich in einer vergroRerten Tragheit.
(Siehe dazspezielle Relativitaetstheorie, Anmerkungen |.pdf

Weitere Informationenier.
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