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Die Rotation eines Feldvektors

1 Einleitung - Zirkulation und Wirbel eines Feldvektors

Vorbemerkung: Diese Einleitung ist etwas unkonventionell. Sie versucht, die Begriffe und
Zusammenhdange anschaulich werden zu lassen und dem Anfanger dadurch zu ermdglichen,
sie wirklich zu verstehen.

Die Theoretische Physik lehrt, dass das Linienintegral tiber das Skalarprodukt v-ds l&ngs einer
geschlossenen Kurve in einem Potentialfeld gleich null ist. Ein Potentialfeld erkennt man
formal daran, dass der Feldvektor v der Gradient eines Skalarfeldes ist.

Letzteres ist keineswegs immer der Fall, und in der Physik gibt es wichtige Felder, die diese
Bedingung nicht erfullen. Ein Beispiel dafiir ist das magnetische Feld eines unendlich langen
Leiters.

Der Leiter ist von konzentrischen kreisformigen Feldlinien umgeben; der Vektor H der
magnetischen Feldstarke steht auf dem Radius p senkrecht, flir seinen Betrag H gilt

I
H=—-,
27p

wenn | die Stromstarke im Leiter ist. Schauen wir uns dieses Feld etwas genauer an.

1. Bewegt man (linkes Bild) einen Magnetpol aus sehr grofRer (,,unendlicher) Entfernung
radial zu einem Punkt P hin, so ist dabei keine (positive oder negative) Arbeit aufzuwenden,
weil die Kraftrichtung auf dem Weg senkrecht steht. Erfolgt die Bewegung jedoch schrég, so
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hat der Weg eine Komponente in Richtung des Feldes, und es ist daher Arbeit aufzuwenden.
Das Linienintegral

b
IH-ds

hat also einen vom Weg abhéngigen Wert. Daher kann man dem Punkt P kein bestimmtes
Potential zuordnen.

2. Betrachten wir die grline Linie, die eine Flache umfasst, deren Seiten radial bzw. tangential
verlaufen. Man kann sich leicht davon (berzeugen, dass das Linienintegral Uber einen
geschlossenen Umlauf den Wert null hat. (Wé&re dagegen der Betrag der Feldstarke nicht
proportional 1/p, wére das nicht so.)

3. Bei einem geschlossenen Umlauf, der den Leiter umschlingt (rechtes Bild), hat das
Linienintegral dagegen — unabhéngig vom Weg — den Wert | (Stromstérke). Dies zeigt, dass
das Linienintegral Uber eine geschlossene Kurve eine besondere Bedeutung haben kann.
Darum wollen wir uns genauer damit befassen.

Definition: Unter der Zirkulation 7" (Gamma) eines Vektors v langs einer geschlossenen
Kurve K versteht man das Linienintegral des Vektors langs dieser Kurve:

Fzg‘)v-ds.
K

Wie oben gesagt wurde, ist die Zirkulation des Feldstarkevektors H langs einer Linie, die den
unendlich langen Leiters umschlingt, gleich der Stromstarke | im Leiter. Umfasst dagegen die
Kurve K den Leiter nicht, ist die Zirkulation null. (Einfachste Begriindung: Die Linie um-
schlingt dann einen — gedachten — Leiter mit der Stromstarke null.)

Betrachten wir nun eine Feldlinie vom Radius p = o, welche direkt an der Oberflache des
Leiters verl&uft und dividieren wir die Zirkulation des Feldstarkevektors durch die Flache A
des Leiters, die mit der von der betrachteten Feldlinie umschlungenen Flache identisch ist, so
erhalten wir

A
A pin

=], J - Stromdichte im Leiter

Denken wir uns nun den Leiterquerschnitt — bei konstanter Stromdichte j — immer mehr auf
seinen Mittelpunkt P hin schrumpfend, so bleibt der GrélRenwert von 7°/A konstant. Wir
nennen ihn den Wirbel w des Vektors H im betrachteten Punkt oder im betrachteten
»Stromfaden«. Fir ihn gilt w = j, oder als Vektorgleichung geschrieben
w=j.

Diese Aussage gilt Ubrigens unabhangig von der Lange und der Gestalt des Stromfadens.
Begriindung: Denken wir uns einen gekrimmten Stromfaden durch drei geradlinige
Stromfaden angenéhert, so liefern die Stromfaden (1) und (3) und alle Ubrigen keinen Beitrag
zur Zirkulation und damit auch zum Wirbel im Stromfaden (2), da die Zirkulation aufRerhalb
der Stromfaden (1) und (2) gleich null ist.



2 Berechnung des Wirbels — Die Rotation eines Feldvektors
Es soll nun der Wirbel eines beliebigen Feldvektors v = v(r) in einem Punkt einer gegebenen
Flache berechnet werden.

X

Durch einen Punkt P nahe an der Flache legen wir ein kleines Koordinatensystem, dessen
Achsen parallel zu den entsprechenden Achsen des benutzten grofen Koordinatensystems
sind. Die Ebenen des kleinen Koordinatensystems schneiden aus der Flache ein Kleines
Flachenstiick heraus, das wir durch ein ebenes Dreieck anné&hern.




Die Abschnitte auf den Achsen seien 2AX, 2Ay, 2Az. Die Seitenmitten des Dreiecks und ihre
Koordinaten bezuglich des kleinen Systems sind dann
A(Ax, Ay, 0) B(0, Ay, Az) C(Ax, 0, Az),
und seine Seitenvektoren sind
Aa=-2Axe +2Aye,,
Ab=-2Aye, +2Aze,,
Ac =2Axe, —2Aze,.

Zur (zunéchst) angenaherten Berechnung des Linienintegrals Uber die drei Seiten multipli-
zieren wir den jeweiligen Seitenvektor skalar mit dem Wert, den der Feldvektor v in der Sei-
tenmitte hat und summieren die Produkte:

D v-dsmv,-Aa+V, Ab+V - Ac.

Fir die Vektoren va, vg und v gilt:
( dv\

kds)PA
(dv\
kds)PB
(dv
\dS )

'(AS)PAa

'(AS)PB,

-(AS)ec.

Der Index PA bedeutet

— bei der Richtungsableitung dv/ds, dass diese an der Stelle P und in der Richtung PA zu
bilden ist,

— bei As, dass damit die Strecke As = PA gemeint ist, usw.

Fir die Komponenten der drei Vektoren gilt:

(VA)Xz(vP)X+aa\;X Ax+aa\;x Ay+aa\;xAz (Az=0),
ov ov ov

(vA)yz(vP)y+ 6xy AX + 6yyAy+ aZyAz (Az=0),

(v,), z(vp)z+aa\:(z Ax+aa\;Z Ay+aa\;ZAz (Az=0).

Dabei sind alle partiellen Ableitungen an der Stelle P zu bilden. — Analoges gilt fur die
Komponenten von vg und vc.

Wenn man die Komponentengleichungen wieder zu Vektorgleichungen zusammenfasst,
wobei die rechts stehenden Vektoren als einspaltige Matrizen dargestellt sind, erhalt man:



( )
ava +avay+0
0 X oy
ov, ov,

V, RV, +| — AX+—Ay+0 |,
0 X oy
aVZAx+ ~Ay+0

\ 0 X y )
0+aVXAy+aVXAz
oy z

ov
Vo mV, +| 0+ —LAy+—LAz |,
oy z
0+6V2Ay+avaz

.\ 9y = 0z

\
VXAx+0+aVXAz
0 X z
ov

VeV, +| —2AX+ 0+ —L Az
0 X z
aVZAx+0+ = Az
\ O X z )

Damit ergibt sich:

vA-Aasz-Aa+(a X AX + y (- 2Ax)+[ yAx+—yAyJ2Ay,

ov ov
vC-AszP-Ac+( < Ax+ 2 XAz 2 AX +( 2 AX + ZAz)(—ZAz).

0z

ov
VB-Absz-Ab+( yAy+—yAz)( 2Ay)+( LAy + ZAz)ZAz,

Die Summe X dieser drei Skalarprodukte ist

ov
D ~v,-(Aa+Ab+Ac) + SATRAT 2AXAy
oX O0Y

ov,
+ oV, _ 2AY Az + oV, _ oV, 2AXAz.
oy 62 0z 0OX

Dabei sind wieder alle partiellen Ableitungen im Punkt P zu bilden. Der erste Summand ist
null, da die Summe der Seitenvektoren des Dreiecks null ist. Die letzten drei Summanden
konnen interpretiert werden als das Skalarprodukt aus einem Vektor Ve und einem Vektor

AW, wobei (wieder als einspaltige Matrizen dargestellt)



(avz avy\
gy o1 2 Ay Az
v, =| DY 9% g Aw =] 2424x |
0z OX
2 AXAy
('3Vy %
\0x 0y

Der erste Vektor erhélt wegen seiner besonderen Bedeutung einen eigenen Namen: Rotation
(von) v (geschrieben: rot v).

Die Komponenten des zweiten Vektors sind die Projektionen der Flache AA in die Koordina-
tenebenen: AWy = AA,, AWy = AAy, AW, = AA,. Das heilit: Der Vektor AW ist identisch mit
dem Flichenvektor AA. Dieser Vektor kann auch geschrieben werden als AA = AA n,

wobei n der Normaleneinheitsvektor der Flache AA ist. Folglich ist

Y v-ds~(rotv) -AAN
und

in-ds ~n-(rotv)

AAS h i

L&sst man nun den Punkt P unbeschriankt an die Flache heranriicken, dann gehen AA und die
Summe gegen null. Fir den Grenzwert des Quotienten gilt:

Zv-ds

AILTOT =Ww,(vV)=n-(rotv),.

Das bedeutet: Der Wirbel w des Feldvektors v im Punkt P einer Flache ist gleich dem
GroRenwert der Projektion des Vektors rot v an dieser Stelle auf die Flachennormale. Hat die
Flachennormale die gleiche Richtung wie der Vektor rot v, dann ist der Wirbel gleich dem
Betrag von rot v.

Beachten Sie: Der Vektor rot v ist eine Funktion des Ortsvektors r (X, y, z), wéhrend der Wir-
bel aullerdem noch von der Richtung des Flachenelements abhangt, fiir das der Wirbel
berechnet wird. Der Wirbel an einer bestimmten Stelle ist maximal, wenn die Flache auf rot v
senkrecht steht; er ist null, wenn die Flache so gerichtet ist, dass der Vektor rot v in der
Tangentialebene der Flache liegt.

Fur das Beispiel aus der Einleitung ergibt sich daraus

w=rotH = j.

Dies entspricht der 1. MAXWELL-Gleichung bei Abwesenheit eines elektrischen Wechsel-
feldes.



3 Der Integralsatz von STOKES
Wir betrachten ein beliebiges Flachenstiick A mit dem Rand C.

Wir zerlegen die Flache — wie in der Abbildung fur den unteren Teil angedeutet — in kleine
Flachenstiicke AA; mit den nach auflen gerichteten Fliachenvektoren AA;. Die einzelnen Fla-
chenstiicke sollen alle im gleichen Sinn wie der Rand C umlaufen werden. Dabei werden alle
Seiten — bis auf die, die auf dem Rand C liegen — zweimal durchlaufen. Die Richtungen der
beiden Durchldufe aber sind gegensinnig. Fur jedes einzelne Flachenstiick mit seinen vier
Seiten gilt dann:

4
DV, As,, OtV - AA.
k=1

Summiert man {iber alle Flachenstiicke AA, so fallen alle die Summanden heraus, deren AS;k
nicht auf dem Rand C liegt. Die Ubrig bleibenden werden nun mit dem Index j versehen:

Zivi,k' As;, =D VA, = ) 10tV,-AA,
i

A k=1

Fiir alle AA gegen null (wobei natiirlich auch alle As gegen null gehen) wird daraus
3[)v-ds=[rotv-dA,
C A

wobei die Gestalt der Flache vollig beliebig ist. Dies ist der Integralsatz von STOKES.

4 Rechengesetze fur Rotationen

rot(cv) =crotv, C: reelle Zahl
rot (v + w) = rotv + rotw,
rot(Uv) =U rotv + (gradU) x v U=U(xY,2)



5 Erganzungen
1. Der Vektor rot v wird haufig als Determinante geschrieben. Diese ist als Merkhilfe sehr nutzlich.

ov, 0v, ov, ov, ov, 0v,
rotv = -—le + — e, +| — - e,
oy 0z 0z 0X oX 0V
el eZ e3
_|o & 2
ox 0y 0z
VooV, Y,

2. Setzt man im Integralsatz von STOKES v = grad U, so erhalt man
{)gradu ~ds=Irot(gradU)-dA.
C A

Nun ist aber das Kurvenintegral Gber grad U langs einer geschlossenen Kurve stets null, da
ein Potentialfeld vorliegt. Also muss auch das rechte Integral null sein. Da die Flache A véllig
beliebig ist, kann nicht angenommen werden, dass der Vektor rot (grad U) tberall senkrecht
zu dA und daher das Skalarprodukt der beiden Vektoren tberall null ist. Folglich muss tberall
rot (grad U) = 0 sein. Das bedeutet: Ein Gradientenfeld (Potentialfeld) ist wirbelfrei.

3. Ferner gilt:

divrotv =0.
Die Divergenz eines Feldes, dessen Feldvektor die Rotation eines anderen Feldvektors ist, ist
null. Ein »Rotationsfeld« ist also quellenfrei. — Beweis am einfachsten durch Ausrechnen und
Anwendung des Satzes von SCHWARZ.

6 Beispiele
1. Ein Vektorfeld habe konzentrische, kreisférmige Feldlinien um die Z-Achse. Der Betrag v

des Feldvektors sei proportional 1/p (p = Abstand des betrachteten Punktes von der Z-Achse).
Gesucht die Gleichungen v = v(r) und v = v(X, Yy, Z) sowie rot v.
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Der Feldvektor v steht auf e; und r senkrecht und hat folglich die Richtung des Vektorpro-
dukts e3 x r. Also ist

el e2 e3
v=k(e,xr)=k(0 0 1|=k(-ye, +xe,).
X Yy z

Ferner soll sein

v=Kyy’ +x° =kp=% = k=%.

Damit ergibt sich

V=C—ye1J2rxe2=C—y(2=31+x2e2
P X +y
und
e1 2 3
0 0 0 0 X o -y
rotv=c| — — —=cel ———-——5 |
0 X oy 02 OXX +y" 0yx +y
- X
2 y2 2 2 0
X“+y X +y
Mit
0 x X4y -x2x_ y' =X
Ox X +y: (X +y): (X +yR)Y
0 -y X -yi4y2y  yi-x
ayX2+y2 (X2+y2)2 (X2+y2)2
ergibt sich

rotv=_0.

Ein Beispiel flr ein solches Feld ist das magnetische Feld (Feldstarke H) eines unendlich
langen Leiters (siehe »1 Einleitung — Zirkulation und Wirbel eines Vektors«). Nach der 1.
MAXWELL-Gleichung ist bei Abwesenheit eines elektrischen Wechselfeldes

rotH = j,

wobei j der Vektor der Stromdichte ist. Da die Stromdichte auRerhalb des Leiters berall null
ist, muss dort auch rot H = 0 sein. Im Inneren des Leiters dagegen ist j # 0, und daher auch
rot H # 0, und dies ist die Ursache des Feldes.

Wir wenden nun zur Berechnung des GroRenwerts H der Feldstéarke den Integralsatz von
STOKES auf eine Kreisflache A vom Radius p und auf deren Umrandung K an. Die Kreis-
flache soll mit dem Leiter konzentrisch sein und auf ihm senkrecht stehen. Dann gilt

IArotH -dA=§>KH -ds.
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Nun ist einerseits bei konstanter Stromdichte |

jrotH-dA:jjdA:jq:l,
A q

wobei q der Leiterquerschnitt und I die Stromstérke im Leiter ist. Andererseits ist
$ H-ds=HP ds=H2zp.

Also ist

|
l=H2p = H=—101!

27p

3. Eine ebene Scheibe mit der Flachennormalen n rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit w um einen
ihrer Punkte P mit n als Drehachse. Gesucht der Geschwindigkeitsvektor v eines ihrer Punkte Q im
Abstand R von P.

Esistv=w Rund

Vv=wnxR=wnx(r—p) usw.

Einfacher ist es jedoch, ein neues Koordinatensystem einzufiihren, dessen Achsen parallel zu
denen des alten sind und dessen Ursprung in P liegt. Dann ist:

V=wnxR und R=Xxe +Yye,+ze,

el e2 e3
nxR=n_ n n|=(nz-ny)e +(nx—ngzle,+(ny-nxe,

X y z

el e2 e3

0 0 0
rtv=w| — — —  |=20n.

0 X oy 0z

nz-ny nx-nz ny-nx

Der Betrag von rot v ist also gleich der doppelten Winkelgeschwindigkeit.
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7 Der HAMILTON-Differentialoperator Nabla (Nabla-Operator)

Bei der Berechnung von Gradient, Divergenz und Rotation werden an einer skalaren Funktion
bzw. an einer Vektorfunktion bestimmte Rechenoperationen vorgenommen. Diese weisen bei
aller Verschiedenheit gewisse formale Ahnlichkeiten auf: Immer werden die partiellen Ablei-
tungen der Funktion bzw. der Vektorkomponenten gebildet.

1. Gradient: Es werden die partiellen Ableitungen der Funktion U(x, y, z) berechnet und diese
werden als Komponenten eines Vektors benutzt:

gradU=aUe +8Ue +8Ue

ox ' oy ° 0z

Dieser Vektor kann formal aufgefasst werden als das Produkt aus einem »symbolischen Vek-
tor Nabla«

1 3°

Def o o
V=—e+—e,+—¢,
0 X oy 0z

und der Funktion U:

grad U = ie1+ie2+ie3 U=Vu.
O X oy 0z

2. Divergenz: Die Komponenten eines Vektors v = (vx Vy V;) werden partiell »nach ihrem
Index« abgeleitet und daraus durch Addition eine skalare Funktion gebildet:

: ov, OV, 0v,
divv= + + :
ox o0y o0z
Diese Summe kann formal aufgefasst werden als das Skalarprodukt aus dem Vektor Nabla

und dem Vektor v:

: 0 0 0
divv = £5e1 + 8_ye2 + EeJ : (vxel +V,8, +vze3) =V-v.

3. Rotation: Die Komponenten eines Vektors v werden partiell »nach den beiden anderen
Indices« abgeleitet und daraus Differenzen nach Art eines Vektorprodukts gebildet. Diese
werden schlieBlich als Komponenten eines neuen Vektors benutzt. In der Schreibweise als
symbolische Determinante wird dies am anschaulichsten:

el e2 eS

ov, 0v, ov, ov, ov, 0v, o o0 0
rotv=| —4—-—= e + -—t e+ ———le,=— — —|
oy 02 oz 0y oxX oY oxX 0y 01z

Ve v,

Dieser Vektor wiederum kann formal aufgefasst werden als das Vektorprodukt aus dem Vek-
tor Nabla und dem Vektor v:

rotv=Vxv.
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Der symbolische Vektor Nabla wird »HAMILTON-Differentialoperator« oder Nabla-Opera-
tor genannt. (Der Name beruht auf der Ahnlichkeit des Symbols mit der antiken Harfe Nabla.)

Zusammenfassung:
Mit
0 0 0
V=—e+—e,+—¢,
oX oy 0z
ist
gradU =VU, divv=V.v, rotv=Vxv.
Ferner ist
o o o’
V-V=—et—+—=A, A LAPLACE-Operator
ox" 0y° 0z

Weiter zu Vektoranalysis V

Home

Riuckmeldungsformular/Gastebuch
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