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Skalarfelder und Vektorfelder

1 Begriffe

Ein physikalisches Feld ist ein Teilgebiet des Raumes, in dem jedem Punkt eine eindeutig
bestimmte skalare oder vektorielle physikalische GroRe (»FeldgréRRe«) zugeordnet ist.

Bei Skalarfeldern ist die FeldgroRe U eine skalare Funktion des Ortsvektors r des betrach-
teten Punktes P:

U=U(r)=U(®X,Y, 2).
Beispiele fir skalare Feldgréfien sind Druck und Temperatur in der Atmosphére, das Gravi-

tationspotential in der Umgebung einer Masse, das Potential in der Umgebung eines elektrisch
geladenen Korpers, die Lautstarke in einem Schallfeld.

Bei Vektorfeldern ist die FeldgroRe v eine Vektorfunktion von r:
v=v(r) =v(X,Y, 2).

Beispiele flr vektorielle FeldgroRen sind die elektrische und die magnetische Feldstérke, die
Gravitationsfeldstéarke, die Geschwindigkeit von Gasen und Fliissigkeiten in Strémungen.

2 Beispiele: Das Feld einer elektrischen Ladung und das Feld einer Masse

Die elektrische Feldstarke E im Feld einer elektrischen Kugelladung Q, deren Mittelpunkt
sich in O befindet, ist

E=E(r)=4 Q =T,
e, ¥

Fur Q > 0 ist E radial nach auf3en gerichtet, fir Q < 0 radial nach innen.

Die Gravitationsfeldstarke im Feld einer kugelférmigen Masse m mit dem Mittelpunkt O ist

m L
g=9(r)=-G F r G: Gravitationskonstante

Die Feldstérke ist hier radial nach innen gerichtet.

3 Das Potential eines Vektorfeldes

Das Potential ¢ eines Punktes P in einem beliebigen elektrischen Feld oder einem Gravita-
tionsfeld ist definiert als die ladungsbezogene Arbeit W/q bzw. die massebezogene Arbeit
W/m*, die aufzuwenden ist, um die Ladung q bzw. die Masse m* aus unendlicher Entfernung
zu dem Punkt P zu bringen. (Anmerkung: Ein Punkt eines Feldes besitzt nur dann ein definie-
tes Potential, wenn die Arbeit vom Weg unabhangig ist, auf dem die Ladung bzw. die Masse
nach P gebracht wird. — Dieses Problem wird spater noch genauer untersucht.) Also:

_ W
Potential ¢ =— bzw. —.
q m*



Aus der Definition folgt sofort, dass das Potential im Feld einer positiven elektrischen Ladung
uberall positiv, im Feld einer negativen Ladung und einer Masse Uberall negativ ist. Fir die
aufzuwendende Arbeit gilt:

W =de =jF-dS.

Da in beiden Feldern die Arbeit vom gewahlten Weg unabhéngig ist, denken wir uns die
Ladung g > 0 bzw. die Masse m* von aufRen radial nach innen bewegt, wobei dann Kraft- und
Wegvektor gleich- oder entgegengesetzt gerichtet sind. Dann wird

dwW ==+Fds.

Fur das elektrische Feld einer positiven Ladung gilt das positive Vorzeichen, flr das Feld
einer negativen Ladung und das Gravitationsfeld das negative. Der Betrag der aufzuwen-
denden Kraft F ist gleich dem Betrag der Feldkraft

£ __4Q

Feld —
¢ 47rgor2

bei der Integration ist jedoch zu berlicksichtigen, dass r abnimmt, wenn s zunimmt, es ist also
dr =—ds. So ergibt sich

13 Iv r.
w=dQ fds__9Q rdr_gQ 1" _ aQ
Argyd 1’ brg,d r° Ame, rlo Ameyl,’
und
W Q
gpp =—0= .
q A4dus,l;
Fur das Gravitationsfeld findet man analog
m*m m
W=-G und @, =—G—.
I, I,

Fur r = konst. ist auch ¢ = konst. Die Punkte gleichen Potentials liegen also auf einer Kugel-
fliche um O. Diese so genannten Aquipotentialflachen oder Niveauflachen dieser Felder
sind Kugeln (siehe Abbildung). Das elektrische Potential wird in Volt (V = Joule/Coulomb)
gemessen, das Gravitationspotential in Joule/Kilogramm.

Ein Feld, in dem jedem Punkt ein Potential zugeordnet ist, heil3t Potentialfeld.
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Aquipotentialflachen einer positiven Kugelladung

4 Anstieg und Steigung einer skalaren Feldgrofe

Wir begeben uns nun zu einem Punkt P(x, y, z) eines Skalarfeldes mit der FeldgréfRe U(r) und
fragen zunéchst nach dem Anstieg AU der FeldgroBe auf der Strecke As und dann nach der

mittleren Steigung AU/As der Feldgrofie auf derselben Strecke.

Dazu berechnen wir zunéchst die Steigung der Feldgrofie in Richtung der drei Koordinaten-

Z

X

achsen. Dafur liefert die Differentialrechnung:

U _
O X

ou

AU 9V
oy

A0 AX

AU
im-—-—,
Ay—>0Ay

U _
0z

AU

=11m—.
Az0 A7



Der Anstieg AU der FeldgroRe U langs einer Strecke As = (AX, Ay, Az) ist dann — dies ist
ebenfalls ein Ergebnis der Differentialrechnung — fiir hinreichend kleine AX, Ay, Az

AU~ ax+ L ay+ a7,
ox 8y oz

und die mittlere Steigung AU/As der FeldgroRe U auf der Strecke As
AU 6U AX+6U Ay+6U Az
As X As oy As 0z As’

Die Quotienten AX/AS, Ay/As, Az/As sind die Richtungskosinus des Vektors AS:

ﬂ—COSa ﬂ—cos,b’ E—cos
’ AS " As &

AS

Sie sind die skalaren Komponenten des Einheitsvektors e, der dieselbe Richtung hat wie AS:

As
e=—=CoSc e, +Cos e, +COSy e,

As
Damit wird
AU oU ouU ouU
—— =~ —CO0Sa + —C0S f+ ——CO0Sy.
As 0OX y 0z

Daraus ergibt sich fiir As gegen null die Steigung der FeldgréRe U im Punkt P in der Richtung
As, die so genannte Richtungsableitung der Funktion U:

dU _,. AU _dUdx_ 9dUdy ou dz

— —+
ds a->0As oxds 6yds oz ds

ouU ouU ouU
= —C0Sax + —CO0S  + ——COS Y.
0 X oy 02

5 Richtungsableitung und Gradient einer skalaren FeldgroRRe

Der soeben gefundene Term fir die Steigung der FeldgroRe U in der durch den Einheitsvektor
COS o €1 + COS 3 e, + COS y e3 beschriebenen Richtung kann interpretiert werden als das Skalar-
produkt der beiden Vektoren

ouU ouU ouU
V=——e +—6e,+—8&,
0 X oy 0z
und
e =CoSc e, +Cos e, + CoSye,.
Der Vektor v hat bemerkenswerte, fur die Untersuchung von Feldern nitzliche Eigenschaften,
weshalb er einen eigenen Namen erhalten hat: Gradient U (grad U). (»Gradient« ist ein aus



einem lateinischen Stamm abgeleitetes Kunstwort, das man etwa mit »Steigungszeiger« tiber-
setzen kann.)

bef oU ouU ou
gradU = e,+—e,+—¢€,.
0 X oy 0z

Damit gilt flr die Richtungsableitung der FeldgréfRe U in der Richtung des Einheitsvektors
e=Cosae, +Cos e, +Cosye,

‘Z_Liz gradU -e=grad U - (cosae, + cos e, +Cosye,).

Die besonderen Eigenschaften des Vektors grad U ergeben sich aus folgender Uberlegung:
Das Skalarprodukt zweier Vektoren v und w ist gleich dem Produkt ihrer Betréage v und w und
dem Kosinus des Winkels ¢ zwischen den beiden Vektoren:

V-W=VW CO0SJ.

Bei gegebenen Betragen v und w ist der Wert des Skalarprodukts maximal (ndmlich gleich
uv), wenn ¢ = 0 ist. Die Richtungsableitung (= Steigung) der FeldgréRRe U ist also dann am
grofiten, wenn der Vektor e (oder der Vektor As) dieselbe Richtung wie der Vektor grad U
hat. Anders gesagt:

Der Vektor grad U weist in die Richtung, in der die FeldgréRe U die gréRte Steigung
hat.

Steht dagegen der Vektor e auf dem Vektor grad U senkrecht, dann ist dU/ds = 0. Das bedeu-
tet, der Vektor e liegt in der Tangentialebene der Niveauflache U = konstant des betrachteten
Punktes P. Daraus folgt:

Der Vektor grad U steht auf der durch den Punkt P gehenden Niveauflache senkrecht.

Ferner: Der Maximalwert der Steigung (oder der Richtungsableitung) ist der Maximalwert des
obigen Skalarprodukts:

(d—u) =|gradU |- lel = |gradU|.
ds Jmax

Das bedeutet:

Der Betrag des Vektors grad U ist gleich dem Maximalwert der Steigung der Feldgroie
im betrachteten Punkt.

Beispiel: Gesucht ist der Gradient des Potentials ¢ einer elektrischen Kugelladung Q.
Fur das Potential gilt (siehe oben):

o= 2
Aresl  Ame \XE + y? + 2

Die partiellen Ableitungen werden am einfachsten nach der Kettenregel gebildet:




Op deor _ Q X Q

-— = =-—- > =-—- 3 X usw.
ox drox 4rg,r \/XZ + y2 + 72 Are ¥

und so erhalt man schlieRlich

Q s (Xe, +ye,+z2e;)=— Q

- r=-E.
7l Are,r

radop =—
grad ¢ 4

Entsprechend gilt fiir das Gravitationsfeld
gradp=—g.

6 Rechengesetze fur Gradienten
Es seien U, U; und U, skalare Ortsfunktionen, und k eine reelle Zahl. Dann gelten, wie man

leicht zeigen kann, folgende Rechengesetze:
grad k =0,
grad (kU)=kgrad U,
grad (U; £U,)=grad U, £grad U,,
grad (U,U,)=(grad U,)U, +U,(grad U,),
gradU" =nU""grad U,

df(U)gradU.
du

grad f(U)=

7 Vektorfeld und Potentialfeld
In der Theoretischen Physik wird gezeigt, dass in jedem Potentialfeld der Feldvektor v gleich
dem negativen Gradienten des Potentials ¢ ist. Wir fragen nun, welche Bedingungen eine
vektorielle Feldfunktion v(r) erftllen muss, damit zu dem Vektorfeld ein Potentialfeld mit der
Feldfunktion ¢ (r) gehort, sodass

v=—grade

oder

v=vxe1+vye2+vze3=—grad¢=—(a¢ a(De +a(pe3j

e1 + 2
0 X oy 0z
ist. Es muss dann sein:
0 0 0
=20 -0 _ 0
O X oy 0z

Diese Forderung ist keineswegs selbstverstandlich oder trivial, denn vy, vy, und v, kénnen im
Allgemeinen drei von einander vollig unabh&ngige Funktionen sein.



Nach dem Satz von SCHWARZ qgilt fir die 2. Ableitungen einer jeden Funktion ¢ (x, v, z),
wenn diese an der betrachteten Stelle stetig sind:

o 20 N
0x) _ o’p  \ 0y _ 0’p O’p _ &p o’p _ 0%
oy 8xdy O8x 08ydéx dydz 8z0y 0z8x 0xdz

Das heif3t: Bei der Bildung der zweiten partiellen Ableitung nach verschiedenen Variablen ist
die Reihenfolge der Ableitungen beliebig. Wenn also vy, vy, v, die entsprechenden Ablei-
tungen einer Funktion ¢ sein sollen, dann muss gelten:

ov, 0Ov, 0v, 9v, v, 0ov

X Z A X

oy ox' 0z oy ox oz

Dann und nur dann ist (vx dx + vy dy + v, dz) das vollstandige Differential d¢ einer Funktion
@, und nur dann kann daraus durch Integration eine Funktion ¢ bestimmt werden, deren
negativer Gradient der Vektor v ist.

Spéter wird sich zeigen, dass die oben beschriebene Bedingung identisch ist mit der Forde-

rung, dass das Feld mit dem Feldvektor v wirbelfrei ist, (d. h., dass Uberall rot v =0 ist.)

Beispiel: Fir die Feldstarke des elektrischen Feldes eines unendlich langen, mit konstanter
Ladungsdichte geladenen Drahtes, der auf der Z-Achse liegt, gilt

1 Xe +VYe
E~— und E= k% = ké—yzz
P P X" +Yy
wobei k ein Proportionalitatsfaktor und o der (waagerechte) Entfernungsvektor des betrach-
teten Punktes von der Z-Achse ist. Es ist demnach

X Yy
E =k , E,=k , E =0,
X X2 | y2 y X2 | y2

OE, _k -2Xy =6Ey.

oy  (x*+y?) ox
Die grundlegende Bedingung fiir die Existenz eines Potentialfeldes ist damit erfullt. Ferner
gilt

a_¢)=_EX=_k 2X 27 a(Dz_E =-k y agD:—E =
0 X X*+y° oy Y X*+y° 02

Somit ist




Das vollstéandige Differential der gesuchten Funktion ¢(x, y) ist daher

op o X y
do=—"Ldx+—-—-Ldy=—k dx—k dy.
» X oy y X° +y° X° +y° y

Die Integration liefert

k 9 9 1 1
@ 2In(x +y )+C kln\/m+c kInp+C.
Bei positiver Ladung des Drahtes ist k > 0. Somit geht fiir p — oo das Potential gegen —o und
kann nicht durch geeignete Wahl von C gleich null gesetzt werden. Wohl aber kann fir einen
beliebigen Punkt in endlicher Entfernung das Potential beliebig definiert werden. Zum
Beispiel sei fur {p} = 1 der Zahlenwert des Potentials gleich 0. Dies ist der Fall fir C = 0.
Dann geht das Potential fiir r — 0 gegen o und fiir r — o gegen —o.

Dieses seltsame Verhalten ist darin begriindet, dass bei einem Feld, dessen Feldstarke propor-
tional 1/r ist, der Arbeitsaufwand fur die Bewegung einer Ladung aus dem Unendlichen an
irgendeinen Punkt des Feldes stets unendlich ist.

8 Der Vektorgradient

Mit dem Gradienten grad U kann das Differential dU einer skalaren Ortsfunktion U berechnet
werden.

Es soll nun untersucht werden, ob eine zum Gradienten analoge Funktion auch fur ein Vektor-
feld definiert werden kann. Dazu berechnen wir mit Hilfe des Gradienten die Differentiale der
skalaren Komponenten vy, vy, v, des Vektors v:

dv, = (grad v,)-ds = 2 dx+ Dy + Dz,
0 X oy

0z
oV oV oV
dv,=(grad v )-ds=—>dx+—2dy+— dz,
y y 0 X oy 0z
dv, = (grad v,)-ds= Dedx+ Ledy+ Doy,
0 X oy 0z

Damit ergibt sich das Differential dv
dv=dv,e, +dv,e, +dv,e, =(ds-grad v, )e +(ds-grad v,)e, +(ds-grad v, )e;.

Wir definieren nun den Vektorgradienten des Vektors v (kurz: Vektorgradient v, geschrieben
grad v) durch folgende Matrix:

10



(6v, 0OV, 8v,)

6; OX a;

gradv | 2 9% 8V,
oy 0y 0y

ov, 0Ov, 9y,

0z 0z 0z,

Dann ist nach den Regeln der Matrizenrechnung das so genannte Vorprodukt aus ds und
grad v

ds-gradv= aVXdx+avxdy+avxdze1
oX oy 0z
oV oV oV
+| —2dx+—2dy+—2dz |e,
o0X oy 0z
+ awdx+awdy+awdzey
OX oy 0z
Dies ist genau die gesuchte Anderung dv. Also gilt:
dv=ds-gradv.

Beispiel 1
Ein Vektorfeld sei definiert durch v = r. (Man denke sich also an jeden Punkt P(x, y, z) des
Feldes seinen Ortsvektor angeheftet.) Der Vektorgradient dieses Feldes ist dann
ox ay oz
OX O0X OX
grad v = 0x 0y 0z |_
oy 0y 0y
ox 2y 9z
0z 01 01z

S O =
S = O
— o O

Dann ist

=dxe+dye,+dze,=ds.

o B O

0 10
0|=(dx dy dz)|0 1
1 00

= O O

1
dsgradv=ds| 0
0

Interpretation: Wenn man vom Punkt P um die Strecke ds im Feld voranschreitet, &ndert sich
der Ortsvektor um ds.

Wegen der Linearitat des vorletzten Terms ist auch
a-gradr =a.
11



Beispiel 2

Der Vektor der elektrischen Feldstarke im Punkt P(x, y, z) des Feldes einer Punktladung Q,

die sich im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems befindet, ist

r c .
E=CF=F(xel+ye2+ze3) mit c=47?go.
Die Komponenten von E sind
_o X _cy _~Y
EX—CF, Ey—cﬁ, EZ—CF,
woraus folgt
3 _Xar3
0E, _. 0 X Cr3—x3rxcr2—3x2
0 X ré ré e
_3c ors
OE, _ ay 2 Xy  O0E,_ o X2
oy ré 3Cr5’ 0z 3Cr5’
OE Xy OE r?—3y? OE yz
—Y=-3c=Z, Y =c¢ : Y =-3ci;,
0 X re oy r 0z re
OE, Xz 0E yz 0E r?—3z2
=-3Cc—, L=-3ci, L=cC :
0 X r oy re 0z re
Dann ist
_0E, O0E, OE, r’— Xy Xz
dE, = 3x dx+ 3y dy+ 37 dz=c = dx 3c =dy SCFdz

Daraus ergibt sich schlieRlich

2
dE=[cr r3X dx—3c ydy 3cXZ dz]e1

+[— XY gx+ct _rfy dy—:%cy—iszdz]e2

[ 3c—dx 3cyzdy+c 32 dz]es.

Weiter zu Vektoranalysis 1l
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