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1 Transformation der Komponenten eines Vektors bei Basiswechsel

Im Teil 2 der »Einfilhrung in die Tensorrechnung« ist bei Ubung 2.3 und Beispiel 2.3 deutlich
geworden, dass Berechnungen bei geschickter Wahl der Basis erheblich einfacher ausfallen. Dabei ist
die Frage aufgetaucht, wie eine neue Basis eingefuhrt wird und wie die Komponenten der Vektoren
auf die neue Basis transformiert werden. Denn obwohl ein Vektor von der benutzten Basis
unabhangig ist, andern sich seine Komponenten beim Ubergang auf eine andere Basis, die gegeniiber
der ersten gedreht ist. (Parallelverschiebung hat keinen Einfluss auf die VVektorkomponenten.)

1.1 Einfahrung einer neuen Basis

Die Einheitsvektoren der urspriinglichen (»ungestrichenen«) Basis B bezeichnen wir mit e;, e,, e, die
der neuen (»gestrichenen«) Basis B' mit e’, €5, €’5.

(e e)=a, <(ene)=8. <(eLe)=x
(e e)=a, <(e,&)=p4 <(e.8)=r,
ey e)=a, <(eye,)=8, <(e,e)=r.

Als Winkel zwischen zwei Vektoren gilt immer der kleinere der beiden. Alle Winkel sind ungerichtet,
sodass

<(e', 8)=<(e,e') usw.
Wir stellen zunéchst die neuen Basisvektoren durch ihre Komponenten beziiglich der alten Basis dar:
e, =Cosq, € +CoS 3 €,+C0Sy, €,
e', =CoSa, € +C0S 3, e, +C0Sy, &, (3.1)
e'; =C0Sa, € +C0S f;€, +COS s €.
Die »Richtungskosinus« werden kiinftig mit c; abgekuirzt, wobei ¢ an cos erinnern soll, i der Index

des Winkels und zugleich der Index der betrachteten Vektorkomponente ist, wahrend k gleich dem
Index des alten Basisvektors ist, bei dem cj steht. Damit wird aus den Gleichungen (3.1):

e’ =C; € +Cp,e,+C5e;,
€', =Cy € +Cyp€,+Cpby, (3.2)
€'3=0C3 €, +Cy €, +Cy3 8.

Umgekehrt gilt:
€ =C; €7+Cy €5+ Cy e,
e,=C,e"+Cyhe",+C5e%, (3.3
€;=C;3€ +Cyer+Cye’;.

1.2 Transformation der Vektorkomponenten
Gegeben sei ein Vektor v, der in B die Komponenten vy, V,, v habe. Also ist
V=V, e +V,e,+V, e,

woraus sich mit den Gleichungen (3.3) ergibt



v =V1(011e'1+ CZle'2+C3lel3)+V2 (C12 e’ +Cye’y+Cy e')"‘Vs (Cl3 e'+Cy e'2+c33e'3).

Nach Ausmultiplizieren, Ordnen und Ausklammern der neuen Basisvektoren erhalt man
V= (C11V1 +C,V, + G5V, ) € I1+ (C21V1 +C,V, + Czsva) € '2 + (031V1 +C,V, + GV, ) € I3 :

Folglich sind die Komponenten des Vektors v beziglich der neuen Basis
V' =CVy +CpV, +CpV;,
V', = CyVy +CpV, + CpaVs,
V'3 =CayVy +CapV, + CiVs.

Diese drei Gleichungen kénnen mit Matrizen so geschrieben werden (siehe Gleichung 1.16):

v 1 Cll C12 ClE Vl
VI2 C21 C22 23 V2 ’
VI3 C3l C32 C33 V3
oder kurz:
v)=K(v),

wobei K die Matrix der Richtungskosinus ist.

Fur die »inverse Transformation« findet man analog
Vi =CpV o+ GV o+ GV oy,
V, = CppV 4 €V 5+ CopV g,
Vg = CpaV' + CpV '+ CyV 'y,

wofir man schreiben kann
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und kurz:
(vV)=KT(v),

wobei K" die transponierte Matrix von K ist.

Anmerkung:

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Die neun Richtungskosinus sind nicht voneinander unabhdngig, sondern durch sechs Relationen mit

einander verknipft, die man aus den folgenden Gleichungen ableiten kann:
e,re,=e,e,=e-e,;=1
e-e,=e',ey=e'y-e’ =0,

(Das Skalarprodukt eines Einheitsvektors mit sich selbst ist gleich 1; das Skalarprodukt zweier auf

einander senkrechter VVektoren ist 0.)

Wendet man die Gleichungen 3.5 auf die Einheitsvektoren an, so erhélt man



€= C11€ +Cp58, +Cia€s,
€'y = Cy18 +C8, + Ci€s,
und daraus
e'-e) =Ch+Ch+0y =1,
€' €5 =C3Cy +CppCyy +C3Cy5 =0.

Analog ergeben sich zwei weitere Gleichungen, also insgesamt

C121 + C122 + C123 =1,
Co +Co+Co =1, (3.9)
C§1 + C322 + C323 =1
und entsprechend
Ciy Coy +Cip Cpp +Ci3Cp3 =0,
Cyy Cyy +Cyy Cyp +Cx3 Coy =0, (3.10)
C31 Cyg +Cgp Cjp +C33C3 =0.

Geht man dagegen von den Gleichungen
e,-¢,=1 und ¢-e,=0
und von den Gleichungen 3.3 statt von 3.2 aus, erhalt man sechs andere Gleichungen, die jedoch mit

den Gleichungen 3.9 und 3.10 gleichwertig sind, also keine zusdatzlichen neuen Bedingungen
darstellen. Dennoch sind sie fur manche Anwendungen nutzlich:

cl+Co+ch =1
co +C,+c =1, (3.11)
CL+Co+Ch =1,
und
Cy3 Cpy +Cp Cpp +C;5 €3 =0,
C, C3+C,y Cpy +Cy, oy =0, (3.12)
Cia Ciy +Cp Cpy +Cy3Cy = 0.
Die sechs Relationen bedingen, dass von den neun Richtungskosinus nur drei frei wahlbar sind, die

zudem wegen der Gleichungen 3.9 bzw. 3.11 nicht zusammen in derselben Zeile oder Spalte stehen
dirfen.

2 Lineare homogene Vektorfunktionen

Eine Vektorfunktion ist eine Funktion, bei der die unabhangige Variable v und die abhéngige Variable
w Vektoren sind:

w=f(v).

Bei einer linearen homogenen Vektorfunktion sind die Komponenten des Vektors w lineare
homogene Funktionen der Komponenten des Vektors v:



W =a,V, +a,V,+a;V;,
W, = a,V, +a,,V, + a,;V,, (3.13)

W, =a,,V, +8,,V, +a,V,.
Die Koeffizienten a;, sind beliebige reelle Zahlen.
Lineare homogene Vektorfunktionen haben zwei wichtige Eigenschaften: Es ist
f(v+u)=f(v)+f(u) und f(kv)=Kkf(v). (3.14)
Mit der Matrix A der Koeffizienten kdnnen die Gleichungen 3.13 so geschrieben werden:
(W)= A(V). (3.15)

Die Matrix des Vektors w ist also das Nachprodukt der der Matrix des Vektors v und der
Koeffizientenmatrix A. Fasst man die Matrix A als einen mathematischen Operator F auf, der den
Vektor v auf den Vektor w abbildet, dann kann man daftir auch schreiben:

w=Fv.

Dies ist eine koordinatenfreie, basisunabhédngige Darstellung der betrachteten Vektorfunktion
w=f(v). Da w und v (als Vektoren) basisunabhéngig sind, muss dies auch fir den Operator F
zutreffen. Damit erfullt F alle Kriterien eines Tensors. Eine homogene lineare Vektorfunktion kann
demnach als eine Tensoroperation aufgefasst werden, welche den Vektor v auf den Vektor w abbildet.

3 Transformation der Tensorkomponenten bei Basiswechsel
Wir betrachten eine Tensoroperation an einem Vektor v, durch welche der Vektor w entstehe:
Tv=w.
Fur die auf eine Basis B bezogenen Matrizen von T, v und w gilt dann
(T)(v) = (w).
Dabei steht t; fur die Tensorkomponenten in der Matrix.

Bezieht man die Matrizen der drei GroRen auf eine neue Basis B', dann soll gelten
(T)Y(v)'=(w)" oder (t,)(v})=W").

Damit ist gemeint, dass durch die Tensoroperation aus dem Vektor v im neuen System derselbe
Vektor w entstehen soll wie im alten. (Die Schreibweise in der linken Gleichung driickt aus, dass T, v
und w als invariante Grofien immer dieselben sind, wahrend der Apostroph nach der Klammer darauf
hinweist, dass es sich im die transformierte Matrix im System B' handelt. In der rechten Gleichung
dagegen steht der Apostroph direkt bei den Komponenten und das weist darauf hin, dass dies die
Komponenten beziiglich der neuen Basis sind.) Gesucht sind nun die Tensorkomponenten t'
beziiglich B

Nach den Gleichungen 3.5 sind die Komponenten von v und w in B":

Vll =CyVy +Cp,V, +CppVs, Wll =C W, +C, W, +Cj3 W,
V', =C,,V, +C,,V, +CyoV,, W', = Cyy W, +C,, W, + C,, W, (3.16)
Vi3 = CgVy + G5V, +Cg5Vs, W3 = CyyW, + C3, W, + Cy5 W,



Die Koeffizienten ci sind wieder die Richtungskosinus der Basisvektoren. Flr die inverse Trans-

formation gilt nach den Gleichungen 3.7

V; =Cp Vi i+ Gy Vo, + GV, W, =C W+ Cyy W+ Cyy Wi,
V, = C,V'+CuLV',+CyV 5, W, =C, W'+ C,,W',+ C;, W', (3.17)
V3 =CgV i+ GV, + G5V 5, W; =CigW;+ Cpu W+ C3sW 5.

Die Matrizen des Tensors T in B und B' seien

t, b, t t, t, ty
(T)= ty b tp|=(G) und (T)'=|t, t5 ty|=(t%) (3.18)
t, G 1t ty Uy Uy
Dann gilt:
t, t, t\(v W t, th, tiu)fvi W'
[STRN PPN S | I e und tlzl tlzz t|23 v '2 = le
ty, G G )\ W, Uy Uy Ty V5 W'
und nach (1.18)
W=t v+, V, + 1, Vs, W'1 = t'11 VI1+tI12 v '2"' t'13 Vlsl
W, =t v, +1,V,+t,V,, w', =t vi+t, v+t v, (3.19)
W =15 V) +15, V, + 15, Vs, WI3 = tl31 V'1+ tlzz v I2+ tI33 Vla .

Das linke Gleichungstripel soll denselben Vektor darstellen wie die Gleichungen 3.17/rechts. Dazu
missen die Koeffizienten tj bestimmte Bedingungen erfiillen. Um diese zu ermitteln, multiplizieren
wir die erste der Gleichungen 3.18/links mit cy;, die zweite mit ¢y, und die dritte mit c,3, summieren

die drei Gleichungen.
C W, =Cyy (t11 Vi+t, V) 1, V3)
CoW, = Cp (tyy Vi 15V, +13V3)
CiaWs = Cia(tgy Vi +15 Vp +133V3)
Z: Wy = (Cuty, + 012:[21 +City) Vs
0]
+ (ClltlZ + C].Z:FZZ + C13t32) V2
(1
+ (Clltl3 + ClZVtZS + C13t33) V3
()

(3.20)

Die linke Summe ist gemaR Gleichung 3.16/rechts gleich w';. Drucken wir nun mit Hilfe der
Gleichungen 3.17/links vy, v, und vs durch die Komponenten beziiglich der neuen Basis aus, so

erhalten wir

W = (1)« (€ V' +Cy V' + oV ) + (1) - (C V' 4 CopV', + CoVs ) + (HH) - (C gV + CopV', + CoaV'5)

Nach Ausmultiplizieren und Ordnen ergibt sich der Koeffizient von v';

(-cy + ()¢, + (1) - Cp5.



Dieser Term muss identisch sein mit dem Koeffizienten von v'; in der ersten Gleichung 3.18/rechts.
Also ist

' 2
t 1= lltll + C11(:12':21 + C11(:13t3l

2
+ CllC12t12 + C12t22 + C12C13t32

+C1Ciatyy + C1pCialys + ity (3.21)
3 3
= ZZ Cy; Coli -
k=1 i=1
Analog findet man
3. 3 3
t,= ZZCliCZktik und t, = chlicsktik Usw. (3.22)
k=l i=L k=1 i=L

Die Komponenten der Tensormatrix in B' sind also homogene lineare Funktionen der Komponenten
ti der Tensormatrix in B. Die Koeffizienten der tj sind Produkte aus je zwei Richtungskosinus der
neuen Basisvektoren.

4 Das Tensorellipsoid

Tensoren vom Rang 0 (Skalare) lassen sich durch Punkte auf der Zahlengeraden darstellen, Tensoren
vom Rang 1 (Vektoren) durch Pfeile im Raum. Gibt es eine analoge Mdoglichkeit zur Darstellung von
Tensoren vom Rang 2?

Die Komponenten eines Tensors bezlglich einer bestimmten Basis seien t,t, ---t;;(siehe Glei-
chung 3.18). Wir denken uns nun einen beliebigen vom Ursprung O ausgehenden Strahl, auf dem der
Einheitsvektor e liegt. Die Richtungskosinus dieses Vektors bezuglich der benutzten Basis seien ay,
a,, a;. Die erste Komponente t'}, des Tensors beziiglich des Vektors e (den man sich als den ersten
Basisvektor einen neuen Systems vorstellen kann) ist dann (siehe Gleichung 3.21) ist dann

t, = aftu +aaly, +aaty; +aa.t, + azztzz +a,a5t;, + 8,850, +aast,; + a§t33
= a12t11 + a22t22 + aétss +a,8, (tﬂ.z + t21) +a,8; (tzs +1;, ) +a:a (t31 + t13)'

Wir denken uns nun auf dem Strahl von O aus eine Strecke der Lange | angetragen, deren Quadrat I

(3.23)

der Tensorkomponente t'}; reziprok sei:

12 =i. (3.24)

t'y

Die Koordinaten des Endpunktes dieser Strecke seien & 7 und (. Da die Strecke ebenfalls die
Richtungskosinus des Vektors e hat, ndmlich a, a,, as, ist

E=al, n=a,l, {=al
Wegen Gleichung 3.24 ist dann
a12=tll1§2’ a22=tI11772’ ag:tlllgz-

Damit und nach Division durch t'y; kann Gleichung 3.23 wie folgt geschrieben werden:



1= §2t11 + 772t22 + §2t33 + égﬂ(tu +t21)+ Ug(tzs +t32)+ gf(tsl +t13)- (3.25)

Wenn wir uns nun den Strahl in alle moglichen Richtungen gedreht denken, dann andern sich in der
Gleichung 3.25 nur die Koordinaten des Endpunktes der Strecke I. Dieser Endpunkt tberstreicht dabei
eine Flache 2. Ordnung, die durch die Gleichung 3.25 mathematisch beschrieben wird. Die Gestalt
dieser Flache wird ausschlieBlich durch die Koordinaten des Tensors (und zwar durch sémtliche)
eindeutig bestimmt. Sie bildet daher den Tensor ebenso eindeutig ab, wie ein Pfeil einen Vektor
eindeutig abbildet. Und sie ist — ebenso wie ein Vektorpfeil — vom benutzten Koordinatensystem
(Basis) unabhadngig, weil der Tensor selbst vom Koordinatensystem unabhangig ist. Diese Flache
wird — nicht ganz korrekt — Tensorellipsoid genannt, obwohl sie ohne zusétzliche Annahmen Uber die
Tensorkomponenten auch ein Hyperboloid sein kann.

Ein Ellipsoid hat drei durch seinen Mittelpunkt gehende Achsen:
e eine von der Richtung des gréRten Durchmessers,

e e¢ine von der Richtung des kleinsten Durchmessers, der immer auf dem grofiten senkrecht
steht, und

e eine, die auf diesen beiden senkrecht steht.

Durch sind die drei Richtungen im Raum festgelegt. Diese heiRRen die Hauptachsen des Tensors. Ist
das Tensorellipsoid ein Rotationsellipsoid, so ist nur die Richtung einer Hauptachse bestimmt,
namlich die der Rotationsachse; eine zweite ist (senkrecht zur ersten) frei wahlbar, die dritte liegt
dann fest.

Wihlt man ein Koordinatensystem so, dass seine Achsen mit den Achsen des Tensorellipsoids (also
mit den Hauptachsen des Tensors) zusammenfallen, dann wird die Gleichung des Ellipsoids rein
quadratisch, d. h. die Koordinaten ¢ #, {"treten nur in der 2. Potenz auf.

Ubung 3.1 Wie muss ein Tensor beschaffen sein, damit seine Hauptachsen mit den
Koordinatenachsen zusammenfallen?

Ubung 3.2 Unter welchen zusétzlichen Bedingungen ist das Tensorellipsoid

1. ein Rotationsellipsoid,

2. eine Kugel?

5 Reziproke Systeme von Basisvektoren

Wir flhren in einem beliebig gewahlten Ursprung O ein dreidimensionales schiefwinkliges UVW-
Koordinatensystem ein, das durch drei nicht-komplanare (d. h. nicht in einer gemeinsamen Ebene
liegende) Einheitsvektoren e;, e,, €3 bestimmt ist. Diese drei Vektoren bestimmen auBer der U-, V-
und W-Achse auch eindeutig eine UV-Ebene, eine VW-Ebene und eine WU-Ebene.

Sodann kénnen wir in jedem beliebigen Punkt P des Raumes ein »lokales Koordinatensystem«
einrichten, dessen Achsen zu denen des ersten Systems parallel sind. Wir bezeichnen die
Einheitsvektoren des lokalen Systems mit



e, e, unde,,
waobei natdrlich, wenn man von der Parallelverschiebung absieht,
e, =e, e,=e, und e, =e, ist.

Nun definieren wir in P ein zweites lokales System von Einheitsvektoren
e, €, &
der Art, dass

e; L VW —Ebene, e, L WU —Ebene, e; LUV —Ebene

ist und die drei Vektoren jeweils auf der »positiven« Seite ihrer Orthogonalebene stehen (das ist die
Seite, auf der der jeweils dritte Vektor des UVW-Systems steht). Da g; auf der VW-Ebene senkrecht
steht, ist der Vektor auch orthogonal zur V- und zur W-Achse. Analoges gilt fur die beiden anderen
Vektoren des Systems. (Beachte: Dies trifft zu, obwohl beide Systeme schiefwinklig sind, also die
Basisvektoren ein und desselben Systems nicht orthogonal sind.)

Sonderfall: Ist das in O definierte Basissystem mit den Vektoren e; (i = 1, 2, 3) rechtwinklig, dann
sind es die beiden anderen Systeme auch, und dann ist auch

e, =¢, €,=6, €;=¢,
In diesem Fall heiRen die beiden lokalen Systeme reziprok (zueinander). Da dann jeder Basisvektor
aus dem einen System zu jedem Basisvektor aus dem anderen (reziproken) System entweder parallel

oder orthogonal ist, gilt flr die Skalarprodukte von je zwei Basisvektoren aus verschiedenen
Systemen

. 1, wenni=Kk
e -e =
PR lo, wenni 2k

Setzt man nach einem Vorschlag von Kronecker



B 1 wenni=Kk
%10, wenni#k

dann kann man schreiben

€ -8 =0-
0, heilt Kroneckers delta.

Verallgemeinerung:

Alle Basissysteme, die dieser Bedingung gentigen, werden reziprok (zueinander) genannt. Selbst
wenn die Basisvektoren keine Einheitsvektoren sind, kénnen sie diese Bedingung erfllen, namlich
genau dann, wenn ihre Langen so gewahlt werden, dass die entsprechenden Skalarprodukte den Wert
1 haben. Die Betrége der Basisvektoren mussen dann reziprok zueinander sein, woraus sich der Name
der Basissysteme erklért.

6 Kontravariante und kovariante lokale Basissysteme

Nun richten wir in O zwei verschiedene Basissystem ein:
1. ein kartesisches XYZ-System mit den Basisvektoren i, j,k.

2. ein schiefwinkliges UVW-System mit den Basisvektoren ey, e,, €3, die keine Einheitsvektoren sein
mussen.

Ein beliebiger Punkt P hat dann im kartesischen System die Koordinaten X, y, z, im schiefwinkligen
System die Koordinaten u, v, w. Je zwei Achsen der beiden Systeme bestimmen wieder eine Koordi-
natenebene.

Man kann nun Transformationsgleichungen aufstellen, mit denen die Koordinaten, die der Punkt P im
XYZ-System hat, aus denen berechnet werden kdnnen, die er im UVW-System hat, und umgekehrt.
Dabei ergeben sich zwei Systeme von je drei linearen, homogenen Gleichungen:

u=u(x,y,z) X=X (u,v,w)
v=Vv(Xx,Y,2) y=y(u,v,w) (3.26)
w=w(X,Y,2) z=2(u,v,w).

Der Ortsvektor r eines Punktes P(x, y, z) im XYZ-System mit den Basisvektoren i, j, k ist
r=xi+yj+zk.
Die partiellen Ableitungen von r nach seinen Koordinaten sind dann

or . or . 6r_k

—=i, —=j, —= (3.27)
oX oy 0z

Im schiefwinkligen UVW-System ist der Ortsvektor r von P:
r =ue, +ve, +Wwe,,

und seine partiellen Ableitungen sind

10



or

_=el,

ou

or _
ov

or

= (3.28)

=g,, 3
Wenn wir nun in P ein lokales System einfuhren, dessen Achsen zu den Basisvektoren des
schiefwinkligen UVW-Systems parallel sind, dann heif8t dieses System »ein zum UVW-System
kontravariantes System«. Ein solches System wird durch eingeklammerte und hochgestellte Indizes
bezeichnet. Abgesehen von der Parallelverschiebung gilt fiir die Basisvektoren des kontravarianten
Systems also:

e=e =123, (3.29)

Mit den Gleichungen 3.29, 3.28 und 3.27 konnen die Basisvektoren des kontravarianten Systems
durch die Basisvektoren des XYZ-Systems ausgedriickt werden:

@_Or_orox ordy oroz_ox. 8y. 0z
e =—=———t— 4 ——=— J+—Kk,
ou O0Xxou o0you 0zOu oOu Qu” oQu
e(2)=ar or ax+ar ay+ar 0z % ﬂ#gk, (3.30)
OV 0OXOv 0yov 0zov oOv oOv ov
0@ _ or _ or ox ox  or or 6y or oz Q oy J+6_k
6W X oW oy aw 9z ow aw aw ow

Als néchstes fuhren wir in P ein System mit den Basisvektoren egein, die auf den Koordinatenebenen
des UVW-Systems senkrecht stehen sollen. Ein solches System heifit kovariant. Wir finden seine
Basisvektoren, indem wir bedenken, dass in der UV-Ebene w konstant (ndmlich gleich null) ist. Ein
darauf senkrechter Vektor ist der Vektor grad w. Ebenso ist grad u auf der VW-Ebene senkrecht und
grad v auf der WU-Ebene. Wir benutzten nun diese drei Vektoren als kovariante Basisvektoren e;,
selbst wenn sie keine Einheitsvektoren sind. Im XYZ-System kdnnen diese drei Vektoren dann so
beschrieben werden:

€y = gradu—a—u|+a—uj+a—u,
ox 0y 0z
gradv_ﬂ|+@j ﬂk
ox 0y~ 0z

€ = gradw-a—W|+a—WJ aWk
ox oYy 0z

Durch Bildung der entsprechenden Skalarprodukte kann bestatigt werden, dass das kontravariante und
das kovariante System reziproke Systeme sind. Es ist ndmlich:

oxou dyou oz0u

ouox oudy ouoz

ou

ou

or
e®.e, = a—-grad u=
u

_dudx oudy oudz
0xou 0you 0zou

OX OV ayav 0z ov
6uax ou ay ou 8z
6vax+6vay ov oz ﬂ:
oxou odyaou 9z0u  éu

grad

11



usw. Ein beliebiger Vektor V kann nun in jedem der beiden reziproken Systeme dargestellt werden.
Seine Darstellung im kontravarianten System wird geschrieben

V =V'e® 4Vv2%e® v3e®
seine Darstellung im kovarianten System dagegen ist
V =Viey, +V,€ ., + Vi€
Die Indizes der Vektorkomponenten im kontravarianten System werden dabei zur Vereinfachung

nicht in Klammern gesetzt, da eine Verwechslung mit Hochzahlen (Exponenten) wohl ausgeschlossen
werden kann.

Da der Vektor vom benutzten Koordinatensystem unabhéngig ist, gilt
15() 24(2) 4 \/3a0) —
VeV +Ve +Vie =Ve, +V.e,) +Vae ).

Zur Berechnung des Betrages von V bilden wir das Skalarprodukt V-V, Dabei benutzen wir die beiden
verschiedenen Darstellungen und beriicksichtigen beim Multiplizieren, dass die benutzten Basis-
systeme reziprok sind. Dabei erhalten wir ein interessantes Ergebnis:

2 _\1,0 24(2) 34(3)
VeV =V2 =(Vie® +V %@ +Ve®)(Vigy +V,e ) +Vie )-
—\yie® 1a® 1a® 24(2) 24(2) 24(2)
=V'e” Ve, +Ver Ve, +Vew Ve, +View Ve, +Vew Ve, +Ve - Vae,
303 3,03) 3003
+V7e™ Ve, +V7e™ Ve, +Vie Ve,
=V, +VA, +V¥,.

In abgekurzter Schreibweise:

3 3
VoV =VE=Y VY, =) VV
i=1 =1

Die Regel zur Berechnung eines Skalarprodukts gilt also auch, wenn die Faktoren der einzelnen
Summanden aus verschiedenen Darstellungen stammen.

Ubung 3.3

Zeigen Sie, dass die Gleichungen 3.26 homogen sind.

Ubung 3.4

Berechnen Sie die Funktionen x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w).

Anleitung: Dies ist relativ einfach, weil das XYZ-System rechtwinklig ist und daher x, y, z die
senkrechten Projektionen des Ortsvektors r von P auf die drei Achsen sind. Fihren Sie dazu die
Richtungskosinus «,, 8, 7, (i =1,2,3) der schiefwinkligen Achsen ein und projizieren Sie den Vektor

r=0P=ue +ve,+Wwe,

auf die kartesischen Achsen. Uberzeugen Sie sich, dass die Gleichungen linear sind. Danach ist es
prinzipiell mdglich — wenn auch etwas mithsam —, die Umkehrfunktionen u = u(x, y, z) zu finden. Wie
ware das anzustellen?
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Ubung 3.5

Woher kann man die fir die Aufstellung der Gleichungen 3.30 benétigten partiellen Ableitungen von
X, Y, Z hach u, v, w Bekommen?

Ubung 3.6

Rekapitulieren Sie, wie der Vektor grad u definiert ist und welche Eigenschaften er hat. Zeigen Sie,
dass er auch die flr unsere Zwecke richtige Richtung hat (also auf der positiven Seite seiner
Orthogonalebene steht).

Ubung 3.7

Die partielle Ableitung von u nach u ist offensichtlich gleich 1. Aber warum ist die partielle Ableitung
von v nach u gleich 0?

7 LOosungen

Ubung 3.1
Da in der Gleichung keine linearen Glieder auftreten sollen, muss sein:

t,=—ty, Uy=-t, G =-1.

Ubung 3.2
1. Die Gleichung eines Ellipsoids, dessen Hauptachsen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen,
lautet
2 2 2
X* y° oz
—+5+—5=1
a® b® c?

Ein Rotationsellipsoid hat zwei gleiche Hauptachsen, also muss sein
a’=Db> oder a’=c® oder b®=c?,
woraus wegen

I DU S |

l-'ll t22 t33
folgt
t,=t, oder t,=t, oder t,=t,.

2. Wenn das Ellipsoid eine Kugel ist, sind alle drei Hauptachsen gleich, also
t, =1, =15

Ubung 3.3
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Da die Systeme denselben Ursprung O haben, muss fir x =y =z = 0 auch u = v = w =0 sein. Daher
dirfen die Transformationsgleichungen kein Konstantglied enthalten.

Ubung 3.4
Der Ortsvektor eines Punktes P(x, y, z bzw. u, v, w) ist im XYZ-System

r=xi+yj+zKk, (3.32)
im UVW-System

r=ue +Vve,+We,. (3.32)

Da x, y, z die senkrechten Projektionen von r auf die Koordinatenachsen sind und diese sich aus den
entsprechenden Skalarprodukten ergeben, ist

X=r-i, y=r-j, z=r-k
und mit Gleichung 3.32
x=(ue +ve,+we,)i=u(e-i)+v(e, i)+(eyi). (3.33)

Bezeichnen wir die Richtungskosinus von e; mit o;, dann wird aus Gleichung 3.33
X=Ucy ey +Va, |6+ Wa |6y = o |6 | U+ o, |6, |V + o &5 | W, (3.34)
Analog findet man
y=/Rle|u+ B le,|v+ Ble, (3.35)
e AT AAESA A (3.36)

Es handelt sich also um drei lineare homogene Funktionen.

Aus den Gleichungen 3.34, 3.35, 3.36 kdnnen mit den Methoden der Algebra (Einsetz-
methode, Gleichsetzmethode, Additionsmethode) oder mit einem Rechenprogramm Glei-
chungen fir u, v und w gewonnen werden.

Ubung 3.5
Die partiellen Ableitungen ergeben sich aus den Gleichungen 3.26.

Ubung 3.6

Der Vektors grad u weist in die Richtung der groten Steigung (des steilsten Anstiegs) der skalaren
Feldgrofie u. Der Betrag von grad u ist gleich dem GrdRenwert dieser grofiten Steigung. Der Vektor
grad u steht auf der positiven Seite der VW-Ebene senkrecht, weil nur in dieser Richtung die u-Werte
zunehmen.

Ubung 3.7

Die partielle Ableitung von v nach u ist null, weil v eine von u unabhéangige Variable ist.
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