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1 Tensoren vom Rang 2 (Tensoren 2. Stufe)

Das Nachprodukt eines Vektors u und einer Dyade hat eine Anzahl besonderer Eigenschaften, von
denen hier zunéchst vier genannt werden sollen. Dabei benutzen wir fur die Dyade folgende Abkdir-
zung:

vew=:T. (2.1)

1. Das Produkt Tu ist das k-fache des Vektors v (siehe Gleichung 1.35 in Teil I, S. 13). Dabei ist k das
Skalarprodukt des zweiten Vektors w der Dyade und des »Nachvektors« u:

[ve®w]u=Tu=kv=[w-u]v. (2.2)
2. Das Produkt Tu ist nach Gleichung 1.32 in Teil I, S. 13 ein Vektor t mit den Komponenten
t, =Vv,W,u, +V,W, U, +V,W,U,,
t, =v,Wu, +V,W, U, +V,W,U,, (2.3)
t; = VW Uy + VW, U, + VWU,
Ersetzt man den Vektor u durch die Summe r + s zweier Vektoren r und s, so wird
t = V1W1(r1 + 51) +V,\W, (rz + 52) +V1W3(r3 + 53)
=VW, I + VW, E, + VW, + VWS, +VW,S, + VWS, .
Vr vS
H( ) tl( )
Analoges gilt fur t, und tz. Daraus folgt

T(r+s)=Tr+Ts Distributivitat zur Addition (2.4)

3. Analog l&sst sich zeigen, dass
T[kv]=KkTv. (2.5)

4. In Gleichung 2.2 sind u und v Vektoren, die als solche von der benutzten Basis (Koordina-
tensystem) unabhangig sind. (Sie sind »invariant gegenuiber Basiswechsel«.) Das bedeutet, dass unab-
héngig von der benutzten Basis aus dem Vektor u durch Multiplikation mit der Dyade T immer
derselbe Vektor k v entsteht. Also ist das Ergebnis der Operation Tu invariant gegeniiber Basiswechsel
(oder: unabhéngig von der benutzten Basis).

Ein mathematischer Operator mit diesen vier Eigenschaften heiflt »Tensor vom Rang 2«. Also sind
Dyaden Tensoren vom Rang 2. Da wir es kiinftig nur mit Tensoren vom Rang 2 zu tun haben werden,
lassen wir den Zusatz »vom Rang 2« im Allgemeinen weg.

Andererseits muss ein Tensor nicht notwendig eine Dyade sein. Da in der Matrizendarstellung einer
Dyade ausschlieflich Produkte von je zwei Vektorkomponenten auftreten, genlgt es, wenn bei
Basiswechsel die Komponenten des Tensors genau so transformiert werden wie diese Produkte. Unter
dieser Bedingung bleiben nédmlich alle oben abgeleiteten Eigenschaften erhalten. (Lediglich ist in
Gleichung 2.2 der Vektor v im Ergebnis nicht zu identifizieren.) Durch diese Verallgemeinerung des
Tensorbegriffs ist es moglich, spater weitere wichtige Tensoreigenschaften nachzuweisen.



Ubung 2.1

Welche Beziehungen miissen zwischen den Elementen ay einer 3 x 3 Matrix bestehen, damit diese ein
dyadisches Produkt und damit auch einen Tensor darstellen kann? Hinweis: Man setze ay = v;w, und
untersuche die Konsequenzen.

Ubung 2.2

Kdnnen aus den Elementen einer Tensormatrix eindeutig die Vektoren v und w bestimmt werden,
deren dyadisches Produkt der Tensor ist? Wenn nein, warum nicht? Wie viel Vektorkomponenten
kénnen willkirlich gewéhlt werden?

Ubung 2.3

Welche Beziehung besteht zwischen den auf der Hauptdiagonalen (sie verlauft von links oben nach
rechts unten) der Tensormatrix stehenden so genannten »Tensorkomponenten 1. Art« v;; w;; (i = 1, 2,
3) einerseits und dem Skalarprodukt v-w andererseits?

Ubung 2.4

Welche Beziehungen bestehen zwischen den tbrigen 6 Tensorkomponenten (sie heillen »Tensor-
komponenten 2. Art«) und den Komponenten des Vektorprodukts v x w?

Es ist hier nutzlich, sich daran zu erinnern, dass auch in der Vektoranalysis ahnliche Produkte aus
einem »Operator« und einem Vektor auftreten. Einfache Bespiele dafir sind div v und rot v, wobei div
und rot als Faktoren aufgefasst werden, die aus bestimmten Differentialoperatoren bestehen, mit denen
ein Vektor v nach den Regeln der Algebra multipliziert wird. Auch diese Operatoren und ihre Produk-
te sind von der benutzten Basis unabhangig.

Beispiele:

1. Der Vektor grad U ist als solcher von der Basis unabhédngig. Er gibt fir jeden Punkt eines
Skalarfeldes Richtung und GroRenwert des steilsten Anstiegs der Feldfunktion U an. In einem
bestimmten Punkt P hat der Vektor grad U einen bestimmten Betrag und eine bestimmte Richtung;
beide werden durch einen Wechsel der Basis nicht beeinflusst, wenn auch die Komponenten des
Vektors sich dabei verandern.

2. Der Skalar div v gibt fiir jeden Punkt eines Vektorfeldes die so genannte Quelldichte des Feld-
vektors an. Auch diese GréRe bleibt beim Wechsel des Koordinatensystems unverandert.

Genau so ist der Tensor T ein Faktor, der mit einem beliebigen Vektor v multipliziert werden kann
(und multipliziert werden muss, damit man ein definiertes Ergebnis — einen Vektor — erhdlt). Was der
Tensor T flr sich allein genommen bedeutet, wissen wir (zundchst) noch nicht, jedoch kann diese
Bedeutung erschlossen werden.



Ubung 2.5

Welche der Differentialoperatoren grad, div, rot, Laplace-Operator A und Hamiltonscher Differential-
operator (Nablaoperator) sind nach diesen Kriterien ein Tensor oder kdnnen ein Tensor sein? Begriin-
den Sie lhre Entscheidung. Zeigen Sie, dass die Ergebnisse der jeweiligen Operation invariant gegen
Basiswechsel (Koordinatentransformation) sind.

Wir definieren noch den Nulltensor 0 durch die Eigenschaft 0v = o (Nullvektor) und den Identitats-
tensor | durch die Eigenschaft Iv=v.

SchlieBlich definieren wir die Gleichheit zweier Tensoren: Zwei Tensoren T und U sind genau dann
gleich, wenn gilt Tv = w und zugleich Uv = w (kurz: Tv = Uv).

2 Darstellung eines Tensors vom Rang 2 in einer Basis

Es soll nun untersucht werden, wie sich ein Tensor T in einer gegebenen kartesischen Basis mit den
Basisvektoren ey, e,, es darstellen lasst. (Die Analogie dazu ist die bekannte Darstellung eines Vektors
durch seine skalaren Komponenten beziiglich einer Basis.)

Wir gehen davon aus, dass durch Multiplikation eines Vektors mit einem Tensor ein anderer Vektor
entstent. Nehmen wir an, durch Multiplikation des Nachvektors v mit dem Tensor T entstehe der
Vektor w:

Tv=w.
Die Darstellung der beiden Vektoren in der gegebenen Basis sei:
V=V, e +V,e, +V,8, W=WEe +W,e,+W,e,.
Dann gilt:
T(v,e,+V,e,+V,8) =W, € +W, e, +W,e,.

Die Umformung der linken Seite nach Gleichung 2.4 ergibt
T(v,e,+V,e,+Vv,e,)=T(v,e)+T(v,8,)+T(v,e;) =W e +W,e, +W,e,.
Mit Gleichung 2.5 wird daraus
viTe +v,Te, +v,Te,=we +W,e, +W,e,. (2.6)

Nun sind die T e; auf der linken Seite wiederum Vektoren t;, die sich ebenfalls in der benutzten Basis
darstellen lassen. Bezeichnen wir ihre skalaren Komponenten in der Basis mit ty (i, k = 1, 2, 3), dann
ist
Te =t =t,e+t,e,+1;€;,
Te,=t,=t,e +t,,e, +t,¢e,, (2.7
Te, =t, =t e +t,.e, +t,6,.
Die neun skalaren Komponenten dieser drei Gleichungen lassen sich in einer Matrix Mt anordnen, die
eine besondere Bedeutung hat (siehe unten):



tll t21 t31

M;=It, t, t,| (2.8)
t13 t23 t33
Mit den Gleichungen 2.7 lasst sich Gleichung 2.6 wie folgt schreiben:
Vp (L€ +1,8, +15,85) +V, (4,8 +1y,€, +1,85) + V5 (L€, +1,,8, +158,) =W e, + W, €, + W8,
Durch Ausmultiplizieren, Umordnen und Ausklammern von e; auf der linken Seite erhalt man
(Vl 1 +V2t12 +V3t13) el + (V1t21 +V2t22 +V3t23)ez + (V1t31 +V2t32 +V3t33) e3
Der Vergleich der Koeffizienten gleicher Basisvektoren links und rechts ergibt
Vit +Vo b, V5t =W,
Vity Vol + Vst =W,
Vity +Vo b, + Vit = W,
Diese drei Gleichungen lassen sich mit zwei Matrizen als eine einzige Gleichung schreiben:
Vltll +V2 t12 +V3t13 Wl
Vit Vot +Vt, | = W, = (W).
V1t31 +V2 t32 +V3t33 W3
Die linke Seite kann man als (Nach-)Produkt der Matrix
Vl
Vy |= (v)
V3
mit der Matrix
tll t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33
schreiben (siehe dazu die Gleichungen 1.14 und 1.15 in Teil I, S. 8)) Es ist also
1:11 t12 t13

\
L L G|V =W,
Vv,

t31 t32 t33
oder kurz

(6 )(v) = (w).

Die Matrix (w) des Vektors w beztglich der benutzten Basis ergibt sich also durch Multiplikation der
Matrix (v) des Vektors v beziiglich derselben Basis mit der Matrix (ti). Der Vergleich mit der Aus-
gangsgleichung Tv = w zeigt, dass (ti) die Matrix des Tensors T im benutzten Basissystem ist:



b b b
()= G b Ly
t31 t32 t33
Die Elemente der Matrix heilen »Komponenten der Tensormatrix« oder kurz »Komponenten des
Tensors« beziiglich der benutzten Basis.

Die Matrix (T) des Tensors T ist gleich der transponierten Matrix der in Gleichung 2.8 genannten
Matrix:

(M)=M,".

Folglich gilt: Ein Tensor vom Rang 2 kann beziglich jeder Basis durch eine 3 x 3 Matrix dar-
gestellt werden.

Wie bei einem Vektor hédngen die Komponenten des Tensors von der benutzten Basis ab, obwohl der
Tensor selbst invariant ist gegenuber Basiswechsel. Anders als bei der Komponentendarstellung eines
Vektors treten aber die Basisvektoren selbst nicht auf. Sie haben jedoch implizit Einfluss auf die
Matrix M+ und damit auch auf die Komponentenmatrix (T) des Tensors T.

Die Tatsache, dass ein Tensor invariant gegen Basiswechsel ist, bedeutet zunachst Folgendes: Beim
Wechsel der Basis mussen seine Komponenten nach einem allgemein gultigen Gesetz so transformiert
werden kénnen, dass der Tensor mit den transformierten Komponenten im neuen Koordinatensystem
einen Vektor v auf denselben Vektor w abbildet, wie es der Tensor mit den urspringlichen Kompo-
nenten in der ursprunglichen Basis getan hat. Das bedeutet: Wenn die transformierte Matrix des
Tensors in der neuen Basis gleich

t '11 t '12 tllS
(tlik) = tl21 tlzz tlzs
tlSl t '32 t I33

ist, dann muss

v 1 Wl
(tlik) Vlz = le
VI3 WI3
sein, wobei
V|1 Wll

vV, | und | W,

die Matrizen der Vektorkomponenten von v und w in der neuen Basis sind



3 Beispiele und Ubungen

Beispiel 2.1: Die Projektion eines Vektors auf einen anderen Vektor als Tensoroperation
Ein Vektor v soll senkrecht auf einen anderen Vektor u projiziert werden. Gesucht ist der Operator P,
der dieses leistet. Damit meinen wir einen Operator, der — auf den Vektor v angewendet — dessen
Projektion w auf u ergibt. Es sei also

Pv=w=(v-e)e,

wobei e der auf u liegende Einheitsvektor ist. Dann liefert ndmlich das Skalarprodukt v-e die Lange
(den Betrag) des projizierten Vektors und der Faktor e dessen Richtung.

Der zu u gehorige Einheitsvektor ist

u u
e=—=—.
ul v
Damit wird
Pv=(ve)e= (V-EJE = iz(v-u)u. (2.9)
uju u

Da v und u Vektoren und als solche basisunabhéngig sind, ist auch P basisunabhangig. Ferner gilt:

1. Das Produkt Pv stellt offensichtlich einen VVektor k u dar, wobei
1
k=—=(v-u).
u
2. Es ist P(r + s) = Pr + Ps, wie man graphisch leicht zeigen kann, indem man v in zwei beliebige
Summanden r und s zerlegt.

3. Es ist die Lange der Projektion des Vektors v proportional zur L&nge von v, also

P (kv) = kw.

Daraus folgt: Der Operator P ist ein Tensor.

Um die Matrix des Tensors P bezuglich der Basis {e1, e, €3} zu ermitteln, driicken wir das Skalar-
produkt v-u und den Vektor u durch ihre Komponenten aus:



1
Pv = F (U, +U,V, + U3V ) (U, +U,e, +Use;)

1
= F [(uuv, +u,u,v, +u,u,v,)e; + (U,u,V, +U,u,v, +U,U,V,)e,

+ (U, v, + U,U,V, +U,U,V,)e, ]
Die rechte Seite stellt einen Vektor w dar mit der Komponentenmatrix (Umformung gemaR Gleichung
1.16)
U, UV, +U,U,Vv, +U,U,V, 1 U, uu, uug (v

1

(W):u_z U,UpVy + U UV, +URUV, :F U, WU, UUg 1V, o,

UgU,V; + U ULV, +UsU,V, Ugl,  Uu, uug A vy
wofir man schreiben kann
ulul |"IluZ ulu3
1
(w) = F U, uu,  uUg [(V). (2.10)
u3u1 u3u2 u3u3

Aus P v =w oder w = P v folgt fiir die Matrizendarstellung in der benutzten Basis
(w) = (P)(v).
Ein Vergleich mit Gleichung 2.10 ergibt dann, dass
uu, uu, uu,
(P)= " u,u, uu, U, |.
Ul,  Ugu, UgU,

Beispiel 2.2: Spiegelung eines Vektors an einer Ebene als Tensoroperation

Analog zum Beispiel 2.1 ist hier ein Operator S gesucht, der einen Vektor v an einer Ebene spiegelt
und so den Vektor w erzeugt. Es sei also Sv = w. Die Ebene sei beschrieben durch ihren Einheits-
normalenvektor e.

(v-e)e

T




Dann ist
Sv=w=v-2(v-e)e.

Begriindung: Vom Vektor v muss zweimal seine Projektion (v-e) e auf den Einheitsvektor e subtrahiert
werden, damit man w erhélt.

Das Weitere ergibt sich aus folgenden Ubungen

Ubung 2.6: Beweisen Sie, dass der Operator S aus Beispiel 2.2 ein Tensor ist.

Ubung 2.7: Berechnen Sie unter Verwendung des Ergebnisses aus Beispiel 2.1 die Komponenten-
darstellung des Tensors S aus Ubung 2.2. Wie lautet das Ergebnis, wenn der Vektor e mit dem
Basisvektor e; zusammenfallt?

Beispiel 2.3: Die Drehung eines Vektors als Tensoroperation

Ein Vektor v soll bezlglich einer definierten Achse um den Winkel ¢ gedreht werden. So entstehe der
Vektor w. Es soll nun untersucht werden, ob sich der Vektor w als Ergebnis einer Tensoroperation

w=Dv

darstellen lasst. Wir betrachten den vereinfachten Fall, in dem die Drehachse mit einem der Basis-
vektoren (hier: e3) zusammenféllt. (Dies lasst sich immer durch eine Koordinatentransformation
erreichen.) Bei diesem Beispiel ist es zweckmdRig, gleich mit der Komponentendarstellung der
Vektoren zu arbeiten.

Der rechte Teil der Abbildung zeigt die skalaren Komponenten der Vektoren v und w in der Grund-

rissebene. Es ist
W, = V2 +V2 CoS(a + @) = V2 +VZ (COsa cosp—sina sing),

W, = Jvf +V2 sin(a + @) = V2 + V2 (sina cos g +cosa sing),

W; =V,,



und mit

JVE+Vicosa=v,, VZ+Visina=v,

W, =V, COS¢ —V, Sin @,
W, =V, Sin ¥ +V, COS @,
W, =V,.

Daher gilt fur die Komponentenmatrix des Vektors w:

cos@-v, —sing-v, +0-v, cosgp —sing 0)\(v, cosp —sing O
V, |=|sing coseg 0|(v).
A 0 0 1

o

(w)=|sing-v,+cose-v,+0-v, [=| Singp COS¢
0-v,+0-v, +v, 0 0

[

Aus w = Dv folgt fur die Matrizendarstellung
(W) =(D)(v)
und durch Vergleich
cose —sing 0
(D)=|singp cose O]
0 0 1

Auch D erfiillt alle Kriterien eines Tensors. Wie man erkennt, ist hier sogar die Matrix des Tensors
basisunabhangig.

Beispiel 2.4: Das Vektorprodukt als Tensoroperation

Das Vektorprodukt u x v ist ein Vektor w vom GréRenwert u v sin ¢ , der auf u und v senkrecht steht
und so orientiert ist, dass u, v, w in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Dabei ist ¢ der
Winkel zwischen den beiden Vektoren.

Wir wollen untersuchen, ob die Bildung des Vektorprodukts als Tensoroperation am Vektor v auf-
gefasst werden kann, wenn man u als konstant (oder als Parameter) betrachtet. Nennen wir den
Operator, der dieses leisten soll, S, = (u x ), so ist

S,V=Uxv=w. (2.11)
Fur das Vektorprodukt u x v gilt die Komponentendarstellung
uxVv = (U,V, —U,V,)e, + (Uv, —Uu,V;)e, + (Uv, —U,V,)e,
und daher flr seine Matrix
U,V3 —UsV,
(UxV) =] UV, —Uu,V,
uv, —Uv,

Diese Matrix soll nun als Matrizenprodukt dargestellt werden. Dazu nehmen wir zundchst eine iden-
tische Umformung vor:

10



0-v, —u,v, +u,V, 0 —-u, u, (Vv 0 -u, u
(uxv)=| UV, +0-v,—uyv, (=] u, 0 —u |lv,|=lu 0 —u [(v).
—u,V, +U,v, +0-v, -u, u 0 J\v, -u, u O

Analog wie oben folgt daraus schlieRlich

0 -u, u,
(Se)=lu; 0 -u
-u, u O

Ubung 2.8: Zeigen Sie, dass der Operator S, ein Tensor ist.

Beispiel 2.5: Das dyadische Produkt als Tensor

Nach Gleichung 1.26 (Teil I, S. 11) ist das dyadische Produkt zweier Vektoren v und w beziiglich des
benutzten Basissystems durch eine 3 x 3 Matrix darstellbar:

Vlwl V1W2 V1W3
(VOW)=| V,W, VW, VW, |. (2.12)
V3Wl V3W2 V3W3

Wie sich leicht zeigen lasst (was als Ubung empfohlen wird) erfilllt diese Matrix die Kriterien nach
den Gleichungen 2.2 bis 2.4 fiir einen Tensor. Da die Vektoren v und w vom benutzten Basissystem
unabhéngig sind, gilt dies auch fur ihr dyadisches Produkt. Folglich stellen die Dyade und ihre Matrix
einen Tensor dar. Daraus lassen sich zwei neue Tensor-Kriterien herleiten, von denen jedes fur sich
hinreichend (aber nicht notwendig) ist.

1. Eine Matrix, deren Elemente wie oben angegeben Produkte von je zwei Vektorkomponenten sind,
kann als Matrix eines dyadischen Produkts aufgefasst werden und hat daher Tensoreigenschaft.

2. Es genlgt jedoch bereits, wenn sich die Elemente der Matrix bei Wechsel des Koordinatensystems
genau so transformieren wie die Produkte von je zwei Vektorkomponenten von der oben dargestellten
Art. Dann transformiert sich namlich auch die Matrix insgesamt wie die Matrix einer Dyade und
besitzt daher Tensoreigenschaft.

Beispiel 2.6: Der Vektorgradient
Mit dem Gradienten-Operator kann die Anderung dU einer skalaren Ortsfunktion U berechnet

werden, die beim Voranschreiten um eine gerichtete Strecke ds (»Verschiebung«) im Skalarfeld
eintritt. (Siehe dazu Vektoranalysis, Teil I1)

Es soll nun untersucht werden, wie sich eine vektorielle Ortsfunktion v beim Voranschreiten im
Vektorfeld &ndert. Dazu berechnen wir die Anderungen der skalaren Komponenten v, vy, V, des
Vektors v mit Hilfe des Gradienten-Operators:

11



dvx:(gradvx)ds:avxdx+avX y+8deZ
OX oy 0z
ov ov ov
dv, =(gradv,)ds=—rdx+—dy+—>dz (2.13)
Y g OX oy 0z
dv. = (gradv.)ds = Yz dx+ Ve dy + Ve gy
OX oy 0z

Damit ergibt sich das Differential dv
dv=dv,e +dv e, +dv,e, =(ds-gradv,)e, +(ds-gradv,)e, +(ds-gradv,)e,. (2.14)
Wir bilden nun das dyadische Produkt aus dem Nablaoperator (einem symbolischen Vektor)
0 0 0
V 261&4‘92—4‘93—

oy oz
und dem Vektor v (siehe Gleichung 1.26 in Teil I, S.11)

ov, OV, ov,
ox  ox X
VRV = N, % v,
o oy oy
ov, OV, ov,
oz oz oz

Dieser Tensor heifit Vektorgradient von v (geschrieben: grad v):

gradv:=V®v.

Multipliziert man diesen Tensor mit dem Verschiebungsvektor ds als Vorfaktor, so erhalt man geman
den Gleichungen 1.28 und 1.19 den Vektor

ov ov ov
ds gradv=ds [V®v]= 8\/XdXJr%dij%dz e +| —2dx+—2Ldy+—>dz e,
OX oy oz OX oy oz
+ 8Vzdx+avzdy+8vzdz €.
OX oy 0z

Dies ist genau die gesuchte Anderung dv. Also gilt:
dv=ds gradv=ds [V®vV].

Dazu zwei Beispiele:

1. Beispiel: Das Vektorfeld sei definiert durch v = r. (Man denke sich also an jeden Punkt P(x, y, z)
des Feldes seinen Ortsvektor angeheftet.) Der Vektorgradient dieses Feldes ist dann

12



0 0 0
gradr:V®r:(e1&+e25+e35j®(xel+ye2+ze3)

ox oy oz
x x x| 1 g g
oy @l g
o oy oy 00 1
ox oy oz
o a o
Dann ist
1 00 1 00
ds|0 1 0|=(dx dy dz)]0 1 0|=dxe +dye,+dze,=ds.
0 01 0 01

Interpretation: Wenn man vom Punkt P um die Strecke ds im Feld voranschreitet, andert sich der
Ortsvektor um ds.

2. Beispiel: Der Vektor der elektrischen Feldstarke im Punkt P(x, y, z) des Feldes einer Punktladung
Q, die sich im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems befindet, ist

E =kL3=£3(xe1+ye2+ze3) mit K = 4Q .
rrr g,
Die Komponenten von E sind also
X y z
EX:kF, Ey:kF, EZ=kF,
woraus folgt
ey
OE, ox . rP=x3rx  r?-3x°
X =k re =k re =k r°
3
oE _3k88ry Xy ok Xz
T T
Analog findet man:
oE oE 2_3y? oE
_y__3kx_5y, )’=kr Sy ’ y__3ky52’
OX r oy r oz r
OE, XZ OE, yz oE,  r?-37°
= —3k T = _3k 51 = k 5 )
OX r oy r 0z r

und damit

13



dE, = Exys Exgyy Engy o =X
OX oy oz r°

dx -3k Xydy—f’;k—xgdz
r
USW.

Daraus ergibt sich schlieRlich

dE:k[ -3 4x_3 ydy 3XZ dz]
r

2
k( -3 ydx+ _r53y dy—3¥dz]e2

2 a2
+k[—3%dx—3%dy+r r532 dzje3

4 Ldsungen

Ubungen 2.1 und 2.2

Setzt man
UV, =3ay;, UWV,=a,, UVz=3a;, usw,

dann ist

By _ By 8y %y

a12 a22 a32 V2

B _8p _3p _Vp_

a13 a23 a33 V3

B B 8 Y

a:I.l a'21 a31 Vl
und

Ay _8p 8y _ W _
aZl a22 a23 u2

Aus diesen homogenen Gleichungen kdnnen nur die Quotienten

Y und Vi

Uy Vi
der Vektorkomponenten bestimmt werden, nicht aber diese selbst. Daraus folgt: Genau eine Kom-
ponente der beiden Vektoren kann frei gewéhlt werden, die tbrigen ergeben sich dann daraus. Das
bedeutet, dass durch die Matrix die Richtungen der beiden Vektoren bestimmt sind, nicht aber deren

Betrége. Ferner: Der Betrag von v ist bei gegebener Matrix dem Betrag von u umgekehrt proportional.

Ubung 2.3

Die Summe der Komponenten in der Hauptdiagonalen ist gleich dem Skalarprodukt der Vektoren v
und w:

VW, Vo W, + Vo Wo = V- W,
14



Ubung 2.4

Wegen
el e2 e3
VXW =1V Vo Vg = (VW — VW, ) ey + (VoW — VoW ) €, +(V W, —V, W ) e
WooWw, W,
ist
(VXW)y =V, Wa — Vg W, = 8,5 — 83, USW.
Ubung 2.5

1. Gradient: Der Operator »grad« kann definitionsgemal3 nur auf skalare Grél3en angewendet
werden, ist also kein Tensor.

2. Divergenz: Der Operator »div« wird zwar auf Vektoren angewendet, erzeugt aber einen Skalar. Er
ist also kein Tensor.

3. Rotation: Der Operator »rot« wird auf Vektoren angewender und erzeugt wieder einen Vektor.
(Bedingung 1). Ferner gilt rot (u + v) = rot u + rot v (Bedingung 2) und rot av = a rot v (Bedingung 3).
Der Vektor w =rot v ist als solcher invariant gegen Koordinatentransformation (Bedingung 4). Also ist
»rot« ein Tensor. Allerdings ist Folgendes zu beachten: Der Operator »rot« ist ein Differential-
operator. Seine Anwendung auf einen konstanten Vektor ergibt immer den Nullvektor, also ein
triviales Ergebnis. Liegt dagegen ein Vektorfeld vor, in dem v = v(X, y, z), dann kann rot v # 0 sein.

4. Laplace-Operator: Der Laplace-Operator
o> 9° 0o’
A=—+_—S+_
ox- oy° oz
Kann auf skalare und vektorielle Funktionen angewendet werden. Bei Anwendung auf einen
konstanten Vektor werden schon die 1. Ableitungen null. Bei Anwendung auf einen Feldvektor

v =V(X, Y, z) gelten:

2 2 2
%(u+v)=g—g+% usw. = A(u+Vv)=Au+Av,
X X X
und
2 2
aa)iv:a% usw. = A(av)=aAv.

Folglich kann A ein Tensor sein.

5. Nablaoperator: Bei Anwendung des Nablaoperators

auf einen Feldvektor entsteht ein Skalar, da die beim Multiplizieren entstehenden Produkte alle einen
Faktor e;-ex enthalten, der entweder O oder 1 ist. Der Nablaoperator ist also kein Tensor.

Ubung 2.6
Der Beweis erfolgt vollig analog wie der in Ubung 2.1
15



Ubung 2.7
Es ist (siehe Beispiel 2.1) Pv = (v-e)e und (siehe Beispiel 2.2) Sv =v — 2(v-e)e, also ist

Sv=v-2Pv=Ev-2Pv=(E-2P)y,

wobei E die 3 x 3 Einheitsmatrix ist. Damit ergibt sich die Matrix von S:

1 00 uu, uu, uu,
(S)=E-2(P)=|0 1 0|-25|uu, uu, uu,
0 01 U, Ugu, UsU,
o
o7 0 0} (uu wuu, uu,
=—{l0 < 0|-|uyu uu, uu
- u2 2 271 22 273
0 0 ¥ U,  Ugu, UgU,
Ll2
7 Ul —uu, —U,U;
2 iy, feouy,  -uu
u2 21 2 2Y2 273
2
—UsU, —UsU, UT — Ul

Wenn e mit dem Basisvektor e; zusammenfallt, wird u, = us = 0 und u,u; = u®. Damit wird

100
(S)=[ 0 1 o
0 01

Ubung 2.8

Fur jedes Vektorprodukt u x v gilt:

1.
2.
3.
4.

Es ist ein Vektor,

es ist distributiv zur Addition: u x(r+s) =uXxr +uxs
ux(kv)=kuxv

es ist invariant gegentiber Basiswechsel.

Also ist S, ein Tensor.

Weiter zu Tensorrechnung Ili

Home

Ruckmeldungsformular/Géastebuch
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http://home.vrweb.de/~si.pe/Einfuehrung%20in%20die%20Tensorrechnung%20III.pdf
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