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1 Die Kinematik starrer Kérper

1.1 Was ist ein starrer Kérper?

Ein starrer Kdrper ist ein System von Massenpunkten, deren Entfernungen voneinander konstant sind.
Wir sehen also ab von Deformationen des Kdrpers und von Schwingungen der Massenpunkte (Atome,
Molekiile), wie sie bei realen Korpern stets vorhanden sind. Der ,,starre Korper® ist also auch eine der
so nutzlichen Abstraktionen und Idealisierungen der theoretischen Physik.

1.2 Die Verschiebung eines starren Kdorpers

Die einzig mogliche Verénderung eines starren Korpers ist demnach die Veranderung seiner Lage
relativ zu anderen Korpern, z. B. relativ zu einem Bezugssystem, das von einem Beobachter als
ruhend betrachtet wird. Eine solche Lagednderung heilt »VVerschiebung«. Sie kann auf drei ver-
schiedene Arten geschehen:

Die Translation

Diese ist eine Verschiebung aller Massenpunkte des Koérpers um denselben Vektor s. Der Ortsvektor r;
eines beliebigen Punktes geht dabei tber in »’, wobei gilt:

r'=r,+s.

Die Rotation um eine Gerade g

Dabei bewegen sich alle Massenpunkte, soweit sie nicht auf der Geraden g liegen, auf Kreisbdgen,
deren Mittelpunkte auf g liegen. Die Gerade g hei3t Rotationsachse.

Die Rotation um einen Punkt P

Dabei bewegen sich alle (librigen) Punkte des Koérpers auf konzentrischen Kugelflachen um das
Rotationszentrum P. Wie spéater gezeigt wird, kann eine Rotation um einen Punkt stets auf eine
Rotation um eine durch diesen Punkt gehende Achse zurlickgefiihrt werden.

1.3 Die Anzahl der Freiheitsgrade eines starren Korpers

Die Anzahl der Freiheitsgrade eines Kdrpers gibt an, wie viele voneinander unabhangige Bewegungen
der Korper ausfiihren kann. Ein Eisenbahnzug hat — da er an seine Schienen gebunden ist - nur einen
Freiheitsgrad (vorwarts und riickwérts zahlen zusammen als eine Bewegungsmaoglichkeit). Formal ist
dies daran erkennbar, dass die Position des Zuges durch eine einzige Koordinate beschrieben werden
kann, wie sie sich z. B. auf den Kilometertafeln findet. Ein Auto auf der Erdoberflache hat drei
Freiheitsgrade: Sein Ort kann durch seine geografische L&nge und Breite beschrieben werden, die
Richtung seiner Langsachse z. B. durch den Winkel zur Nordrichtung. Die beiden anderen Winkel —
die Ausrichtung des Fahrzeugs um die L&ngsachse und um die horizontale Querachse — dienen der
Anpassung an Abweichungen des Geléndes von der horizontalen Ebene und sind durch den Ort und
die Richtung der Langsachse bestimmt. Sie sind daher keine Freiheitsgrade.

Die Anschauung zeigt, dass ein freier Korper wie z. B. ein kunstflugtaugliches Flugzeug drei
Freiheitsgrade der Translation besitzt: er kann sich ndmlich frei in drei rdumlichen Dimensionen
(L&nge, Breite, Hohe) bewegen. Dazu kommen drei Freiheitsgrade der Rotation: er kann um drei
raumliche Drehachsen rotieren. Folglich besitzt der freie Korper sechs Freiheitsgrade der Bewegung.



Die Zahl der Freiheitsgrade wird eingeschrénkt, wenn der Korper nicht vollig frei beweglich ist. Ist z.
B. einer seiner Punkte festgelegt, so fallen die drei Freiheitsgrade der Translation weg, und es bleiben
nur noch die drei Freiheitsgrade der Rotation tbrig. Wird ein weiterer Punkt festgehalten, so kann der
Korper nur noch um die Verbindungsgerade der beiden Punkte rotieren, und seine Lage ist durch eine
einzige Koordinate, ndmlich den Drehwinkel, festgelegt. Er besitzt also nur noch einen Freiheitsgrad.
Legt man nun noch einen dritten Punkt des Korpers fest, so verliert er auch den letzten Freiheitsgrad
(sofern die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen).

Nach dem folgenden Exkurs Uber die eulerschen Winkel werden wir einige Bewegungen untersuchen,
die bei verschiedenen Einschrankungen der Freiheit eines starren Korpers moglich sind.

1.4 Die eulerschen Winkel

Gegeben sei ein relativ zum Beobachter festes kartesisches XYZ-Koordinatensystem sowie ein um den
gemeinsamen Ursprung drehbares XY Z’-Koordinatensystem. Die Lage der Einheitsvektoren der drei
»drehbaren Achsen* relativ zu den festen Achsen kann durch die 3 x 3 = 9 Richtungskosinus der
Einheitsvektoren beschrieben werden (siehe unten). Da zwischen den neun Richtungskosinus jedoch
sechs Bedingungen bestehen, sind davon nur 3 frei wéhlbar. (Das entspricht den 3 Freiheitsgraden der
Rotation.) Die sechs Bedingungen lauten:

i =cos”a, +cos” B +cos’ y, =1,

j” =cos’a, +cos’ B, +cos’ y, =1,

k* =cos’ a, +cos’ B, +cos’ y, =1,
i ]j'=cosa, cosa,+CoS B cOsf3,+Cosy, cosy, =0,
K'=cosa, cosa, +cos 3, cos B, +cosy, cosy, =0,
-i'=cosa, cosa, +Cos S, cos S +cosy, cosy, =0.

i
k 1
Daher ist es héufig vorteilhaft, von Anfang an nur drei unabhéngige Winkel einzufiihren. Dazu eignen
sich die drei ,,eulerschen Winkel* ¢,y und $ (phi, psi und theta).




& ist der Winkel zwischen der Z' -Achse und der Z-Achse. Die XY-Ebene (grau) schneidet die X'Y" -
Ebene (griin) in einer Geraden, die Knotenlinie genannt wird und auf der der Einheitsvektor n liegt.
Senkrecht zu n legen wir in der X'Y'-Ebene eine Gerade, auf welcher der Einheitsvektor m' liegt.

Der Winkel w ist der Winkel zwischen der Knotenlinie und der X-Achse und wird »Knoten-
lange« genannt (analog zur geografischen Lange). Sein Gegenstlick in der X'Y'-Ebene, namlich der
Winkel zwischen der Knotenlinie und der X'-Achse ist der Winkel ¢.

Sind die eulerschen Winkel gegeben, kann man das Koordinatensystem i*, j*, k* zeichnen: Zuerst wird
mit dem Winkel y die Knotenlinien in die XY-Ebene gezeichnet. Durch diese Gerade wird dann eine
Ebene gelegt, die mit der XY-Ebene den Winkel 9 bildet; dies ist die X"Y'-Ebene. Das Lot auf dieser
Ebene in O ist die Z'-Achse. Die X'-Achse ist in der X'Y'-Ebene dann durch den Winkel ¢ bestimmt.

Die Einheitsvektoren des beweglichen Systems seien

i'=cosq, i+cosp j+cosy, K,
j'=cosa,i+cosp, j+cosy,KkK,
K'=cosa,i+cos g, j+cosy,K.

Dann gelten die folgenden Beziehungen:

COSa, = COS¢ COSy —sing siny cos .9,
Cos B, = —sin g cosy —Cos @ siny cos Y,

cosy, =siny sin 9,

COS o, = COS ¢ SiNy +COS @ COSY COS Y,
cos 3, = —sin @ siny +Cos @ COSy COS Y,

cosy, = —Cosy sin 9,

cosa, =sing sin g,
Cos 3, = Cos ¢ sin 9,

cosA =cosé.

Mit Hilfe dieser Beziehungen lassen sich die Verschiebungskomponenten und die Geschwin-
digkeitskomponenten bezuglich der X-, Y- und Z-Achse sowie die Rotationsgeschwindigkeiten um
diese Achsen aus den entsprechenden GroRRen des korperfesten Systems berechnen.

Zur Veranschaulichung eignet sich recht gut die Erde und ihre Bewegung im Sonnensystem. Als
invariable XY-Ebene bietet sich die Ekliptik an, also die Ebene der Erdbahn, in der auch die Sonne
liegt. Die Richtung der X-Achse kann z. B. durch irgendeinen in der Ekliptik gelegenen Fixstern
vorgegeben werden. Die Y-Achse steht auf der X-Achse senkrecht, die Z-Achse auf der EKliptik. Der
Nullpunkt beider Koordinatensysteme sei der Erdmittelpunkt. Die X'Y'-Ebene ist die Aquatorialebene,
wobei die X'-Achse z. B. durch den Nullmeridian (den Meridian von Greenwich) gehen soll. Die Z'-
Achse ist die Rotationsachse der Erde.



Bliebe die Richtung der Erdachse unveréndert und rotierte die Erde lediglich um die Z'-Achse, dann
anderte sich nur der Winkel ¢ zwischen Knotenlinie und X'-Achse. Tatsachlich aber rotiert die
Erdachse in etwa 26 000 Jahren einmal um die Z-Achse. Die Erdachse fuhrt also eine sogenannte
Prazessionsbewegung aus und somit &ndert sich auch der Winkel w. SchlieBlich schwankt aber auch
der Winkel zwischen Z'- und Z-Achse ein wenig: die Erdachse fiihrt eine Nutationsbewegung (Nick-
bewegung) aus.

1.5 Ebene Bewegung eines starren Korpers

Ein Beispiel fir die ebene Bewegung eines starren Korpers ist ein Buch, das auf einer Tischplatte
bewegt wird. Dabei bewegen sich alle Punkte des Korpers (des Buches) parallel zu einer Ebene (zur
Tischplatte). Alle Punkte des Korpers, die auf demselben Lot zur Ebene liegen, bewegen sich dabei
auf kongruenten Bahnen. Daher genugt es, den Korper auf eine einzige Ebene — hier eine Seite des
Buches — zu reduzieren und lediglich die Bewegung einer Ebene auf einer anderen, festen Ebene zu
betrachten.

Diese Bewegung hat drei Freiheitsgrade: Wir konnen die beiden Koordinaten irgendeines Punktes der
beweglichen Ebene beliebig wéhlen und dann die Ebene noch um diesen Punkt drehen.

Zunéchst will ich zeigen, dass man jede beliebige ebene Verschiebung eines Kdrpers aus einer
Position (1) in eine Position (2) als das Ergebnis einer Drehung um einen Punkt auffassen kann. Dabei
wird von den Zwischenstadien der Verschiebung vollig abgesehen und es werden nur die Anfangs-
und die Endposition betrachtet. Dabei gentigt es, zwei in der Bewegungsebene gelegene Punkte A und
B des Kdrpers herauszugreifen, denn durch die Lage dieser beiden Punkte ist auch die Position aller
ubrigen Punkte des Korpers festgelegt. Durch die betrachtete Verschiebung seien die beiden Punkte A



und B auf einem beliebigen Weg in die Position A’ bzw. B' bewegt worden. Konstruiert man die
Mittelsenkrechten der Strecken AA' und BB' und schneidet sie miteinander, so erhalt man das gesuchte
Rotationszentrum P. Wahrend der Drehung wird das Dreiecks PAB in das kongruente Dreieck PA'B'
tbergefiihrt und gleichzeitig alle anderen Punkte des Korpers aus ihrer urspriinglichen Lage in eine
neue Position gebracht. Da das Drehzentrum fur alle Punkte dasselbe ist, wirde man denselben Punkt
P auch mit zwei beliebigen anderen Punkten (statt A und B) finden.

An’

(Zum vollstandigen Beweis muss gezeigt werden, dass dieselbe Drehung, welche die Strecke PA in die
Strecke PA'" Uberfuhrt, auch die Strecke PB in die Strecke PB' iberfiihrt. Dazu muss bewiesen werden,
dass der Winkel APA' gleich dem Winkel BPB' ist. Wegen der Kongruenz der Dreiecke APB und
A'PB' sind die Winkel APB und A'PB' gleich. Ich nenne sie a. Nun ist aber

<APA'=a+<BPA' und
<BPB'=a+<BPA".

Also sind die beiden fraglichen Winkel gleich. — Einfacher ist folgende Argumentation, die spater
auch noch in einem anderen Zusammenhang benutzt werden kann: Da wir es hier mit einem starren
Korper zu tun haben, ist auch das Dreieck ABP ein starres Gebilde. Daher kénnen sich bei einer
Rotation um P die beiden Radien PA und PB immer nur um gleiche Winkel drehen.)

Wenn wir nun die Zwischenstadien der Bewegung nicht ignorieren, sondern die Bahnkurven der
Punkte A und B genau verfolgen wollen, so kdnnen wir zundchst einige Zwischenstadien der
Bewegung betrachten:



A
1 A

Fur je zwei benachbarte Lagen der Strecke AB kdnnen wir - wie oben - ein tempordres Drehzentrum
konstruieren und so die gesamte Ortsverdnderung durch eine Anzahl von Drehungen um ein jeweils
anderes temporéres Drehzentrum (,,temporérer Pol*) anndhern.

Verbindet man die benachbarten temporaren Drehzentren miteinander, entsteht ein Polygonzug. Es
lohnt sich, diesen Vorgang in seinen Phasen in einem Modell zu realisieren. Dazu befestigt man ein
Blatt Papier (die feste Ebene) auf einer geeigneten Unterlage (Korkbrett, Weichfaserplatte, Styro-
portafel ...). Ein zweites Blatt Papier (das transparent sein sollte) stellt die bewegte Ebene (den
bewegten Korper) dar, auf der zwei Punkte A und B und ihre Verbindungsgerade markiert werden.
Anstatt nun aber die einzelnen Phasen der Verschiebung dieser Ebene vorzugeben und dann
Mittelsenkrechten Uber mehreren kleinen Teilstrecken zu errichten und diese paarweise miteinander zu
schneiden (was mihsam und ungenau ware), ist es weitaus bequemer, das Pferd von hinten
aufzuzaumen und sich den Polygonzug von temporaren Zentren beliebig vorzugeben. Dann wird das
transparente Papier auf die feste Ebene gelegt. Mit einer Stecknadel sticht man zunéchst in den
Punkten A und B durch die beiden Papiere hindurch und markiert so deren Ausgangslage auf der
festen Ebene. Dann sticht man im ersten Drehzentrum P; durch beide Ebenen und dreht die das obere
Papier um einen beliebigen Winkel (etwa 20° bis 30°), wobei die Stecknadel die Drehachse bildet.
Dann sticht man die Nadel durch das zweite Drehzentrum und dreht wiederum die obere Ebene um
einen beliebigen Winkel usw. Nach der letzten Drehung markiert man durch Durchstechen die Lage
der Punkte IT; auf der festen Ebene und ebenso die Endlage der Punkte A und B, die mit A" und B'
bezeichnet sind. Dadurch erhalt man auf der festen Ebene eine Figur, die etwa so aussieht:



Diese Abbildung lédsst sich auch als ,,Ausschneidebogen® zur Demonstration verwenden. Dazu
schneidet man den linken Teil am blauen Polygonzug entlang aus. Dann legt man die Punkte ITs und
Ps wieder aufeinander und dreht den ausgeschnittenen linken Teil um ITg, bis ITs auf Ps zu liegen
kommt usw. So kann man den ganzen Vorgang riickwarts verfolgen, bis man am Anfang angekommen
ist. Von dort kann man den urspriinglichen Ablauf nachvollziehen. Man kann also die wirkliche
Bewegung der Ebene (oder des Korpers) anndhern, indem man das kérperfeste (blaue) Polygon um
das raumfeste (rote) Polygon ,,kantet®.

Wenn wir nun die Anzahl der betrachteten Bewegungsphasen unbegrenzt wachsen lassen, so néhert
sich der Bewegungsablauf unbeschrénkt dem tatsachlichen Vorgang und die beiden Polygone werden
zu glatten Kurven, von denen die blaue auf der roten abrollt. So ergibt sich folgender Satz:

Jede beliebige Bewegung eines starren Korpers in einer Ebene kann dadurch erzeugt werden, dass eine
bestimmte, im Korper feste Kurve auf einer bestimmten, im Raume festen Kurve abrollt. Die erste
Kurve heilst Gangpolkurve oder Kérperzentrode, die zweite Rastpolkurve oder Raumzentrode.

Handelt es sich um die ebene Bewegung eines Kdrpers, so kénnen wir in den Punkten der Rast— und
Gangpolkurve Lote auf der festen Ebene errichten. Diese bilden je eine gerade Zylinderflache, die
Gangpolflache (blau) und die Rastpolflache (rot), die aufeinander abrollen.



Fwiel benachbarte temporare
Drehachsenpaare im
Moment des Rollenwechsels

1.6 Bewegung eines starren Korpers um einen festen Punkt

Eine solche Bewegung heif3t auch spharische Bewegung, weil sich dabei alle Punkte des Korpers auf
Kugelschalen (,,Sphiaren*) bewegen, deren Mittelpunkt der feste Punkt O ist.

Wir betrachten wieder zwei Punkte A und B des starren Korpers. Durch eine beliebige Bewegung um
den festen Punkt O mdogen die beiden Punkte in die Endlage A" und B' tGberflihrt werden. Wenn wir
wieder von dem tatsdchlichen Verlauf der Bewegung absehen und nur die Ausgangs- und die Endlage
betrachten, so kann der gleiche Effekt stets durch eine Rotation um eine durch den festen Punkt
gehende Achse erzielt werden. Es gilt also der Satz: Eine beliebige Bewegung eines starren Korpers
um einen festen Punkt ist dquivalent (d. h. hinsichtlich des Ergebnisses gleichwertig) einer Rotation
um eine bestimmte, durch diesen Punkt gehende Achse (Eulersches Theorem).

Der Beweis verldauft analog zu dem fiir die ebene Bewegung.




Die beiden Dreicke OAA' und OBB' sind gleichschenklig. Wir errichten die mittelsenkrechte Ebene e
auf AA' und f auf BB'. Jeder Punkt der Ebene e ist von A und A" gleich weit entfernt, und jeder Punkt
der Ebene f ist von B und A'B' gleich weit entfernt. Beide Ebenen gehen durch O und schneiden
einander in einer Geraden OC. Alle Punkte dieser Geraden haben die Eigenschaften der Punkte beider
Ebenen gemeinsam: sie sind sowohl von A und A" als auch von B und B' gleich weit entfernt.
Aulerdem ist der Winkel AOC gleich dem Winkel 4°OC und der Winkel BOC gleich dem Winkel
B'OC.

Jede durch O gehende und in der Ebene e liegende Gerade kann als Drehachse dienen, um A in A'
tiberzufiihren. Dasselbe gilt fiir jede in der Ebene f liegende und durch O gehende Gerade beziiglich
der Punkte B und B'. Da die Gerade OC zusammen mit der Strecke AB als starrer Korper aufgefasst
werden kann, fiihrt eine Drehung um OC, welche A in A" Gberfiihrt, auch B in B' Uber.

Analog zu unserem Vorgehen bei der ebenen Bewegung betrachten wir nun mehrere Zwischenstadien
der tatsichlichen Bewegung und ndhern jede der Bewegungsphasen durch eine Rotation um einen
bestimmte Achse an, die wie oben gefunden werden kann. Die verschiedenen Achsen und die von
ihnen bestimmten Ebenen bilden dann einerseits eine im Raum feste Pyramidenflache (Rast-
polpyramide) mit der Spitze in O und andererseits eine im Korper feste (und somit im Raum
bewegliche) Pyramidenflache, die Gangpolpyramide. Beide Pyramiden rollen Uber die Kanten
aneinander ab.

Awiel benachbarte temparare
Orehachsen im Moment des
Faollemnwechsels

o

Wenn die Anzahl der betrachteten Bewegungsphasen unbeschrédnkt zunimmt, gehen die beiden
Pyramidenflachen in Kegelflachen Uber, die aufeinander abrollen und deren Mantellinien die
(raumfesten und korperfesten) momentanen Drehachsen sind.

Im Hinblick auf die spater zu behandelnde Kreiselbewegung ist insbesondere der Fall interessant, in
dem die beiden Kegelflachen kreisformig sind. Dabei sind zwei Félle zu unterscheiden: Der
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Gangpolkegel (blau) kann auf dem Rastpolkegel (rot) aulen oder innen abrollen. Dies zeigt die
folgenden Abbildung.

1.7 Die allgemeinste Bewegung eines starren Korpers

Die allgemeinste Bewegung eines Kdrpers ist eine Bewegung, die keinen Einschrankungen unterliegt.
Ein solcher frei beweglicher Korper hat sechs Freiheitsgrade, namlich drei Freiheitsgrade der
Translation und drei der Rotation. Seine Lage ist festgelegt durch Angabe von drei seiner Punkte. Die
Anfangslage dieser Punkte sei A, B, C, ihre Endlage sei A", B', C'.

Es kann gezeigt werden, dass jede solche Bewegung aquivalent einer Schraubenbewegung ist. Das
heift: Zu jeder Bewegung eines starren Korpers lasst sich eine Schraubenlinie angeben, welche (ohne
Berticksichtigung der Zwischenpositionen) die Punkte A, B, C in die Punkte A', B', C' (berfihrt
(Theorem von CHASLES).

Auch hier kann der tatséchliche Bewegungsablauf durch eine Anzahl n von einzelnen Schrau-
benbewegungen angenahert werden. Fir n gegen unendlich ergibt sich eine kontinuierliche Folge von
unendlich vielen, verschwindend Kkleinen Schraubenbewegungen, welche den tatséchlichen
Bewegungsablauf exakt wiedergibt. Eine solche Bewegungsfolge heif3t Schrotung.

2 Kraftesysteme, die an einem starren Korper angreifen

Ein einzelner Massenpunkt erfahrt keine Beschleunigung, wenn die Resultierende aller an ihm angrei-
fenden Krafte null ist. Man sagt dann, die angreifenden Kréfte seien im Gleichgewicht (oder auch —
weniger prézise — der Massenpunkt sei im Gleichgewicht).Analog gilt fur ein System von Massen-
punkten, dass sein Schwerpunkt keine Beschleunigung erféhrt, wenn die Resultierende aller Kréfte,
die an dem Punktsystem angreifen, null ist.
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Es sei Fi die Resultierende aller Kréfte, die am i-ten Massenpunkten angreifen. Dann lautet die
Bedingung fiir die Kréftefreiheit seines Schwerpunkts also:

ZFi:O.

Das bedeutet jedoch nicht unbedingt, dass dann auch alle Massenpunkte des Systems unbeschleunigt
sind, denn es konnte ja noch Rotationsbeschleunigungen um den (unbeschleunigten) Schwerpunkt
geben. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Fehlen von Rotationsbeschleunigungen
ist, dass die Summe aller an dem System angreifenden Drehmomente null ist:

M= rxF, =0.

Beweis: Wie ich in ,,Mechanik realer Korper im Kapitel ,,Drehimpuls und Drehmoment® gezeigt
habe, ist ganz allgemein bei einem System von Massenpunkten

d
d—LtOZiZI'iXFiIMO.

Das bedeutet: Die Anderungsgeschwindigkeit dLo/dt des Drehimpulses Lo des Systems ist gleich der
Summe der auf das System einwirkenden Drehmomente. Wenn das Drehmoment Mo null ist, ist auch
die Summe der Anderungen der Drehimpulse im Zeitelement dt gleich null. Das damals betrachtete
System bestand allerdings aus unabhangigen Massenpunkten. In einem solchen System ist es denkbar,
dass verschiedene Massenpunkte positive bzw. negative Drehimpulsanderungen erfahren, die einander
kompensieren kénnen. Da wir aber nun ein starres System von Massenpunkten betrachten, muissen
eventuelle Anderungen des Drehimpulses der einzelnen Massenpunkte stets dasselbe Vorzeichen
haben. lhre Summe kann daher nur dann null sein, wenn sie alle einzeln null sind. Also finden fir
Mo = 0 im System keine Rotationsbeschleunigungen statt.

Folglich gilt: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Fehlen von Translations- und
Rotationsbeschleunigung bei einem starren Korpers ist, dass sowohl die Resultiere F der Kréfte als
auch die Resultierende M der Drehmomente, die an dem Koérper angreifen, null ist:

F=) F=0 ud M=) rxF=0.

Fur die Wirkung des an einem starren Korper angreifenden Kréftesystems kommt es also nur auf die
beiden Resultierenden F und M an. Dies gilt — wie spater gezeigt werden wird — nicht nur flr den
(statischen) Fall, dass keine Beschleunigungen stattfinden. Auch in den Gleichungen der Dynamik
treten nur diese beiden Summenvektoren auf, sodass man sagen kann: Alle Systeme von Kraften, die
in den Resultierenden F und M ubereinstimmen, sind in ihrer Wirkung gleichwertig (4quivalent).

In diesem Zusammenhang begegnet uns ein weiterer Typ von Vektoren: Im Gegensatz zu den freien
Vektoren (sie sind beliebig verschiebbar) und den gebundenen Vektoren (sie sind an einen Punkt
gebunden; z. B. Feldvektoren und Ortsvektoren), dirfen Kraftvektoren nur in ihrer Wirkungslinie
verschoben werden, da sich bei einer Parallelverschiebung auferhalb ihrer Wirkungslinie das von
ihnen ausgetiibte Drehmoment dndert. Solche VVektoren heif3en linienflichtig.

Dass Kraftvektoren nur in ihrer Wirkungslinie verschoben werden dirfen, hat Konsequenzen fir die
graphische Addition paralleler und antiparalleler Krafte.
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1. Fall: Parallele Krafte: Um die Resultierende zweier paralleler Kréfte F; und F, zu finden,
verschieben wir zunéchst eine der beiden Krafte (hier F,) in ihrer Wirkungslinie, sodass die
Verbindungslinie der Angriffspunkte der beiden Kréfte auf ihren Wirkungslinien senkrecht steht.
Dann addieren wir zu beiden Kréaften eine Hilfskraft F, bzw. — F,. Da sowohl die Summe wie das
Drehmoment der beiden Kréfte null ist, &ndert ihr Hinzufligen nichts an dem gegebenen Kréftesystem.
Nun werden die beiden resultierenden Krafte (griin) ermittelt und beide in ihren Wirkungslinien bis
zum Schnitt verschoben. Durch Addition ergibt sich die resultierende Kraft Fg. Sie ist parallel zu F;
und F,. Ihr Betrag ist gleich der Summe F; + F,. Die Resultierende kann nach Belieben in ihrer
Wirkungslinie verschoben werden. Geschieht das so, wie in der Abbildung gezeigt, erkennt man, dass
ihre Abstinde von den beiden Teilkraften nach dem Hebelgesetz berechnet werden kénnen.

F
F, R T
:
i T F,
FR

2. Fall: Antiparallele Kréfte: Die groRere der beiden Krafte (hier F,) wird in zwei Teilkrafte — F;
und F; zerlegt. F; und — F, bilden zusammen ein Kraftepaar (das sind zwei entgegengesetzt gleiche
Krafte, die nicht am selben Punkt angreifen). Also gilt:

Antiparallele Krafte sind aquivalent einer Einzelkraft und einem Kréaftepaar.
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Ist F, = — F, so ist die Einzelkraft null. Dies ist ein einfaches Beispiel dafiir, dass zwar F = 0, aber M*
ungleich null sein kann.

Das Drenmoment des Kréftepaares ist
M =rxF+r,x(-F)=(r,—r,)xF =axF.

Das Drehmoment eines Kraftepaares ist also von der Lage des Bezugspunktes O unabhangig.

Im Allgemeinen jedoch héngt der Betrag eines Drehmoments vom Bezugspunkt O ab, da sich bei
einer Verlagerung des Bezugspunktes die "Kraftarme" dandern und sogar beliebig grol? werden kénnen.
Das Drehmoment ist jedoch immer dann vom Bezugspunkt unabhangig, wenn die Resultierende F der
Kréfte null ist.

Beweis: Verschiebt man den Bezugspunkt O um den Vektor s nach O' und bezeichnet die neuen
Ortsvektoren mit r' , so ist

r'=r—s und D K'xF =Y rxF =Y sxF=)rxF-sxF.

Fur F = 0 verschwindet der letzte Term und es bleibt Gbrig

Zri'x F =Z:ri xF.

Wie oben gesagt wurde, kommt es bei einem Kréftesystem, das an einem starren Kérper angreift, nur
auf die Resultierenden F und M an. Die Resultierende F ist eine einzelne Kraft, und das resultierende
Moment M kann durch ein geeignetes Kréftepaar aufgebracht werden. Also gilt:

Jedes an einem starren Korper angreifende Kraftesystem kann ersetzt werden durch
eine Einzelkraft und ein Kréaftepaar.
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3 Rotation eines starren Kérpers um eine feste Achse

Wenn ein starrer Korper in zwei Punkten O und O' fixiert wird, ist seine Freiheit auf die Rotation um
die Achse OO’ eingeschrankt. Er hat nur noch einen Freiheitsgrad, und seine Lage ist durch den
Drehwinkel ¢ eindeutig beschrieben.

Von den an ihm angreifenden Drehmomenten wirken lediglich ihre in der Drehachse liegenden
Komponenten; die tbrigen Komponenten werden durch Zwangskrafte in den Lagern kompensiert.

Wir legen nun den Ursprung des Koordinatensystems in den Punkt O und die Z-Achse in die Dreh-
achse.

Die Gleichung fiir die Anderung des Gesamt-Drehimpulses des Kérpers vereinfacht sich daher auf die
Berticksichtigung der Z-Komponenten des Drehimpulses und der Resultierenden der (auf den Punkt O
bezogenen) Drehmomente:

dL

Z

dt 3
Fur den Drehimpuls L gilt:
L=>"m(rxv,),
vV, =okxr,

L=Zmi[ri x(a)eri)],

wobei wk der Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist.

und mit

Fur ein zweifaches VVektorprodukt gilt:
ux(vxw)=v-(u-w)—w-(v-u).
Also ist
rx(wkxr)=wk-(r,-r)-r(ok-r)

und
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L=k mr?-o) mr(k-r)=ok) mr*-od mrz.
Die Z-Komponente von L ist gleich der Z-Komponente der rechten Seite der Gleichung:
=y M’ —wy mz.z,=0y m(X+y +2')-oy mz

und schlieRlich

L, =y m(x+y7)
Zmi (Xi2 + yi2) = Zmipiz =J

heifst Tragheitsmoment des Korpers bezuglich der Z-Achse und wird aus einem erst spéter
erkennbaren Grund J,, genannt.

Die GroRe

Damit ergibt sich die (einzige) Bewegungsgleichung des Korpers:

d d’p
JZZ _a) = JZZ M
dt dt?
Ein Vergleich mit der Bewegungsgleichung der eindimensionalen Translationsbewegung
d®x
m—2 = Fx
dt

zeigt die formale Identitat der beiden Gleichungen, wobei
e das Tragheitsmoment J,, entspricht der Masse m,
« die Winkelbeschleunigung dp/dt? entspricht der Bahnbeschleunigung d*x /dt?,

o die axiale Komponente des Drehmoments entspricht der Bahnkomponente der Kraft.

Die kinetische Energie des rotierenden Korpers ist

2
En = sz a)er 1Zmpla) =1J,,0° =33, (?ﬂ_(tpj

in volliger Analogie zur kinetischen Energie der Translationsbewegung

En=3MV? =1 m[ii‘j

3.1 Das Tragheitsmoment eines starren Korper

3.1.1 Das Tragheitsmoment eines homogenen Korpers

Aus der Definition des Tragheitsmoments folgt fir einen homogenen Korper (das ist ein Korper mit
kontinuierlicher Massenverteilung und konstanter Dichte p)

J :j rzdm:p'[ r’av :pjﬂ' r’ dxdy dz,
M \Y \Y
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wobei r den Abstand des Massen- bzw. VVolumenelements von der Drehachse bedeutet, M die Masse
des Kdrpers und V sein Volumen ist.

3.1.2 Der Satz von Steiner

Kennt man das Tragheitsmoment eines Koérpers beziiglich einer durch den Schwerpunkt gehenden
Achse, so lasst sich ohne neuerliche Integration sein Tragheitsmoment beziglich jeder dazu parallelen
Achse berechnen (und umgekehrt).

&N

Ein Korper rotiere um eine durch A gehende, auf der Zeichenebene senkrecht stehende Achse. Durch
seinen im Abstand s liegenden Schwerpunkt S legen wir eine dazu parallele Achse. Der Kdrper sei mit
der Drehachse durch A starr verbunden. Dann dreht er sich, wahrend er einmal um A rotiert,
gleichzeitig genau einmal um seine Schwerpunktachse. Sein Tragheitsmoment bezliglich der
Schwerpunktachse sei Js, sein Tragheitsmoment beziglich der Achse durch A sei Ja. Die
Winkelgeschwindigkeit der beiden Rotationen sei w.

Wir betrachten nun die kinetische Energie des rotierenden Koérpers. Sie setzt sich zusammen aus der
Rotationsenergie bezuglich der Schwerpunktachse und der kinetischen Energie der Kreisbewegung um
A:

2 2 2 2 2 2 2
E=1J,0" +imv’ =1 0’ +1ms’ o’ =1(J; +ms?)o’.
Andererseits ist die kinetische Energie aus dem Tragheitsmoment bezlglich der Achse durch A
E=1J, 0"
Durch Vergleich erhélt man

J,=J,+ms®  Satz von Steiner

3.1.3 Das Tragheitsellipsoid

Durch einen Punkt O eines Korpers gehe eine Drehachse A, deren (beliebige) Richtung durch einen
Einheitsvektor a beschrieben werde. Den Punkt O machen wir zum Ursprung der Ortsvektoren r;. Die
Richtungskosinus des Vektors a seien cos a, cos B, cos y. Das Tragheitsmoment des betrachteten
Korpers beziiglich der Achse ist dann
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= r X a
= [ (y;cosy -1z cos,B) +(z;cosa—x, cos;/)2 +(x cos B, COSO{)Z}
=y m (v +2%)cos’a+y.m(z° +x*)cos® B+ m(x+y)cos’ A
—2)> M, Y, 7,C08 BCOSy —2> M, X, Z; COS COSy —2) M, X, Y; COS cx COS /3.
Das Tréagheitsmoment ist demnach eine quadratische Funktion der Richtungskosinus der Achse. Die

Koeffizienten dieser Funktion sind zum einen die Tragheitsmomente des Korpers beziglich der
Koordinatenachsen, ndmlich
2 2.
>om(y+27):=

2 2.
>om(x+zt)=3,
2 2.
Zmi (Xi + yi )': ‘]zz
zum anderen die folgenden GroRen, welche Deviationsmomente genannt werden:

Zmi XY= ny'

Zmi yi Zi ::‘]yz

Zmi Xz .= ‘]xz
Damit lautet die obige Gleichung

— 2 2 2
J=J,c0s"a+J, cos” f+J,cos”y—2J, cosacosS—2J,,cosfcosy —2J,, COSxCOSy.

Fuhrt man nun statt der Richtungskosinus der Drehachse die Koordinaten eines auf der Achse
gelegenen Punktes P(x, y, z) und den Betrag r seines Ortsvektors ein, setzt also

X z
cosa =—, cosﬁz—y, CoSy =—,
r r r

so wird

2 2 2
z

3=9, %43, L 40,2 23 Y23, E—u
r r r r?

wobei r?=x*+y*+ 72 ist.
Die Gleichung vereinfacht sich erheblich, wenn man P so wahlt, dass r? = 1/J ist. Sie lautet dann:

Ju X2+, y2+3,2°=2), xy—-2,yz-2J, xz=1.

Dies ist die Gleichung einer Flache zweiter Ordnung, also eines Ellipsoids, eines Paraboloids oder
eines Hyperboloids, das wegen der oben getroffenen Verabredung folgende Eigenschaft hat: Der
Abstand r eines jeden Punktes P der Flache vom Punkt O ist gleich dem Kehrwert aus der Wurzel des
Trégheitsmoments J, das der betrachtete Korper beziglich der Achse OP hat. Da das
Trégheitsmoment eines realen Koérpers niemals null sein kann, wird r niemals unendlich. Folglich
muss die Flache ein Ellipsoid sein (in Spezialfallen ein Rotationsellipsoid oder eine Kugel).

Das Ellipsoid ist durch die sechs Koeffizienten seiner Gleichung eindeutig bestimmt. Bei Kenntnis
dieser Grolken kann man den Abstand r eines jeden Punktes P der Flache von O berechnen, woraus
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sich dann das Tragheitsmoment des betrachteten Kérpers beziiglich der Achse OP ergibt: J = 1/r*. Das
Ellipsoid heil3t daher Tréagheitsellipsoid des Korpers fur den Punkt O.

Aus der Analytischen Geometrie ist bekannt, dass es fur jede Flache 2. Ordnung ein ausgezeichnetes
Koordinatensystem (X', Y', Z") gibt (und zwar das Koordinatensystem, dessen Achsen in Richtung der
Hauptachsen des Ellipsoids liegen), in welchem die Flachengleichung eine besonders einfache Form
annimmt, ndmlich die Form

J x4+, Y%+, 2% =1,
wobei J;, Jy; und Jy zunéchst irgendwelche Koeffizienten sind. In unserem Fall heiRen diese drei
GroRen die Haupttragheitsmomente des Korpers (beziiglich O). Sind die Achsen der Haupttrag-
heitsmomente und deren Betrége bekannt, so kann daraus das Tragheitsmoment des Korpers fir jede
beliebige Achse durch O ermittelt werden. Ist O zugleich der Schwerpunkt S des Kdorpers, so kann

man aus den Haupttrdgheitsmomenten zunéchst das Tragheitsmoment fur jede andere Achse durch S
berechnen und daraus nach dem Satz von Steiner das Tragheitsmoment fiir jede dazu parallele Achse.

Ein Vergleich der beiden Gleichungen des Tragheitsellipsoids zeigt, dass beim Ubergang auf die
Haupttragheitsachsen Folgendes geschieht:

Jox = T =11 ]yy :>]y’y' = Jzz =22 = ]xy :]yz = Jxz = 0.

3.2 Tragheitsmoment und Rotationsenergie

Fur die Rotationsenergie des Korpers gilt
E=1>mv=1>'m (waxr)’ =1Ja?,
wobei w der Betrag der Winkelgeschwindigkeit und a der Einheitsvektor in der Drehachse ist.

In dem Koordinatensystem, dessen Achsen mit den Haupttragheitsachsen des Korpers
zusammenfallen, ist

E=10(J,cos’ a'+J, cos® B+, cos’ y'),

wobei
1 a)' 1 a)' 1 a)'
cosa'=—%*, cosfB'=—, cosy'=—~
10} 10} 10}
und somit
_1 2 2 2
E—g(J,a)X.+J,, @, +J, a)z.)
ist.

3.3 Beispiel: Das Tragheitsellipsoid fur den Mittelpunkt eines homogenen
Wirfels und sein Tragheitsmoment bezlglich einer durch den Mittelpunkt
gehenden Achse.

Die Hauptachsen eines Ellipsoids haben einige besondere Eigenschaften:

1. Die Hauptachsen (und damit auch die von ihnen aufgespannten Ebenen) stehen aufeinander
senkrecht.
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2. Die Hauptachsen und ihre Ebenen sind Symmetrieachsen bzw. Symmetrieebenen des Ellipsoids.

3. Die auf den Hauptachsen gelegenen Punkte des Ellipsoids haben vom Mittelpunkt extreme
Abstdnde. Diese sind entweder groRer oder kleiner als die Abstdande der Nachbarpunkte vom

Mittelpunkt.

4. Die Eigenschaften 2. und 3. sind hinreichende Bedingungen dafiir, dass drei aufeinander senkrechte
Achsen Hauptachsen des Ellipsoids sind.

Betrachten wir nun ein Koordinatensystem mit dem Ursprung im Mittelpunkt des Wirfels, dessen
Achsen parallel zu den Kanten des Wiirfels sind. Die Symmetrie des Wrfels beziiglich dieser Achsen
Ubertragt sich natlrlich auch auf sein Trégheitsellipsoid. Folglich (gemaBR 4.) sind die
Koordinatenachsen Hauptachsen des Wiirfels. Aus der Symmetrie folgt weiter, dass die Hauptachsen
gleich lang sein mussen, also ist das Tréagheitsellipsoid des Wiirfels eine Kugel. Daraus folgt, dass das
Tragheitsmoment des Wairfels fur jede Achse durch den Mittelpunkt gleich ist. Fur das
Trégheitsmoment beziiglich der Z-Achse gilt dann:

J :pjijira(xz + yz)dxdydz.

LI d : 2 coa’ 2
X* + X=|—+Yy%x =-—+ay?
._g( y) 3 y L 12 y
3 (a® , 3 y3% 4
—+ay” |dy=|—y+a—| =—,
.-2(12 y} y Zy 3|, 6
02 4 4 |3 5
a—dz=a—z =a—,
J2 6 6 |. ©
35 a2
J=p—=M—
P66

a = Kantenléange, M = Masse des Wiirfels.

Dieses Ergebnis gilt flr alle durch den Mittelpunkt des Wiirfels gehende Achsen.

Home Ruckmeldungsformular/Géastebuch
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