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1 Gleichgewichtszustande flissiger und gasformiger Korper

1.1 Der Druck in einem flissigen oder gasférmigen Koérper

Auch Flussigkeiten und Gase koénnen in der Mechanik als homogene Kontinua angesehen und
behandelt werden. Allerdings ist zur Erklarung ihres unterschiedlichen Verhaltens (auch im Vergleich
mit Festkorpern) das Wissen um ihren Aufbau aus einzelnen, diskreten Atomen oder Molekilen
wichtig. Da die Molekule in Flissigkeiten und Gasen nicht an einen festen Ort gebunden, sondern frei
beweglich sind, setzen diese Korper einer Veranderung ihrer Form keinen Widerstand entgegen und
passen ihre Gestalt der Form ihres Gefales an. Dass Flissigkeiten fast nicht kompressibel sind, lasst
darauf schlieen, dass ihre Molekile nahezu dicht gepackt sind. Dass sie andererseits aber eine
hautdhnliche Oberflache mit einer Oberflachenspannung bilden und nicht — wie Gase — jeden ihnen
gebotenen Raum einnehmen, zeigt, dass zwischen den Molekilen noch betrachtliche anziehende
Krafte wirken. Gase dagegen sind leicht komprimierbar und expandieren andererseits in jeden ihnen
gebotenen Raum und ben auf die Gefalwande einen Druck aus. Die erste Eigenschaft erklart sich
daraus, dass die Abstdnde der Molekile ein Vielfaches ihrer Abmessungen betragen und zwischen
ihnen keine abstofRenden Krafte wirken. Die unbegrenzte Expansion und der Druck auf die Wande
(auch auf die Oberflache eines im Inneren des Gases befindlichen Kdérpers) rihren her von der
betréchtlichen Geschwindigkeit, mit der sich die Gasmolekiile bewegen und auf die Wé&nde stoRRen.

Auch im Innern einer Flissigkeit herrscht ein bestimmter Druck, wobei (in einem Gravitationsfeld)
der durch das Gewicht der jeweils dariiber befindlichen Flissigkeit ausgelibte Druck (hydrostatischer
Druck) eine besondere Rolle spielt. Die gleiche Ursache hat in Gasen der — naturgemaR viel kleinere —
aerostatische Druck.

Wenn wir im Folgenden sehr kleine VVolumenelemente betrachten, so sollen deren Abmessungen noch
immer sehr groR sein gegen die Abmessungen und Abstédnde der Molekiile, denn nur dann ist es
mdglich, von einem definierten Druck zu sprechen. (Wenn diese Bedingung nicht erflllt ist, werden
pro Sekunde nur noch sehr wenige Molekiille — oder auch einmal gar keine — auf die Oberflache
treffen, und dann kann man nicht mehr von einem bestimmten Druck sprechen.)

Im Allgemeinen herrscht im Innern einer Flussigkeit und eines Gases (im Folgenden »Medium«
genannt) ein von Ort zu Ort variierender Druck, der sich auflerdem mit der Zeit verandern kann. Wir
betrachten zunéchst eine Momentaufnahme des Mediums, sodass zeitliche VVeranderungen keine Rolle
spielen.

Wir denken uns in das Innere des Mediums einen kleinen Quader gebracht, dessen Kanten parallel zu
den Achsen des Koordinatensystems seien. Dann wirken auf die Begrenzungsflachen des Quaders von
auBen der Druck des Mediums und die daraus resultierenden Kréfte. Wenn wir von Reibungskraften
zunéchst absehen, wirken die Druckkréfte senkrecht auf die Flachen ein, weil mangels Reibung keine
tangentialen Kréafte Gibertragen werden kénnen.
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Wir betrachten zunéchst die parallel zur X-Achse wirkenden Kréfte AF; und AF,. Die zu den Kréften
gehdrigen Drucke seien p; und p,.

Unter der Voraussetzung, dass die Druckverteilung in einer hinreichend grofen Umgebung des
betrachteten Punktes P durch eine Funktion p(r) dargestellt werden kann, die stetig ist und stetige
partielle Ableitungen besitzt, gelten folgende Uberlegungen (r sei der Ortsvektor von P): Es ist

waobei die partielle Ableitung an der Stelle P zu bilden ist.

Die Druckkrafte auf die betrachteten Seitenflachen sind dann

AF ~ p AyAze, AF,=-p,AyAze, z—(pﬁ?AxJAyAzel.
X

Die auf den Quader in X-Richtung insgesamt einwirkende Kraft ist dann

AF, = AF, +AF, ~— P axayaze, =~ 2P avee,
OX OX
wobei AV das Volumen des Quaders ist.
Analog findet man fir die Krafte in Y- und Z-Richtung:
op op

y z

AF, ~———AVe,, AF, = ———AVe,.
oy 0z
Die Gesamtkraft auf den Quader ist dann

AF =AF, +AF, +AF, ~ - @eﬁ@eﬁa—p% AV =-AV grad p.
OX oy OX

Wie zu erwarten, ist die Kraft dem Gradienten von p, also der Richtung des starksten Anstiegs von p,
entgegengesetzt gerichtet.

Fur die »volumenbezogene Kraft« in P gilt dann

£~— rad = Iimﬁ—d—F—— rad
AV gracp a0 AV dV gracd p-



Dividiert man die rechte Gleichung durch die Dichte p des Mediums, so erhdlt man »massebezogene
Kraft« in P
dF dF 1
——=—=——grad p.
pdV  dm Yo,
Bei Anwendung der letzten Gleichung muss berlicksichtigt werden, dass die Dichte p eine Funktion
der Temperatur und — bei Gasen — auch eine Funktion des Drucks ist.

Die néachste Frage ist: Was richten diese »bezogenen Kréfte« aus? Anders ausgedriickt: Nach dem
newtonschen Axiom »actio = reactio« muss es eine entgegengesetzt gleich grolRe »bezogene Kraft«
geben, die der ersten das Gleichgewicht halt. Welche ist das?

Wenn das Medium sich nicht bewegt (statischer Zustand), kénnen diese Krafte nur vom Gewicht des
Mediums herrlhren. In diesem Fall ist das Gewicht des Mediums die Ursache des Druckanstiegs mit
zunehmender Tiefe. Wenn sich das Medium bewegt (dynamischer Zustand), kénnen die Gegenkrafte
aullerdem von Trégheitskraften (bei Beschleunigung des Mediums) stammen. Bezeichnen wir die
Gewichtskraft mit G und die Tréagheitskraft mit T, so gilt fir die volumenbezogenen Krafte:

dG dT dF
—+—=———=gradp
av av av

und fur die massebezogenen Kréfte
G dT _ _dF 1
dm dm dm

Bezeichnen wir den Vektor der Erdbeschleunigung mit g, so ist dG/dm = g, und da

ar _ __ dr
dm dt
ist, gilt
d’r 1
—— =—grad p. 1
g e pg p (1)

Das Minuszeichen bei der Tragheitskraft rihrt daher, dass die Beschleunigung a der Tragheitskraft
entgegengesetzt gerichtet ist.

Kennt man die GrolRen auf der linken Seite der Gleichung (1), kann man grad p berechnen.



1.1.1 Drei einfache Beispiele
1. Hydrostatischer Druck in einer Flissigkeit

Po
xl—-
|do
clin
z

Hier gilt:
op_ . op op
rad p = = e,, oder —e +—e,+—e,= e,.
graap=p0g=p9¢, 6X18y2623pg3

Durch Komponentenvergleich ergibt sich daraus:

®_p_, o, oP_

ox oy C o PY

Der Druck p héngt also nur von z ab, d. h. die horizontalen Ebenen in der Flissigkeit sind Flachen
gleichen Drucks (Isobaren). Weiter folgt:

op _dp
ov _ZP_ dp=pgdz
5 "4, P9 = dp=pgdz

Durch Integration zwischen den Grenzen 0 und z ergibt sich daraus:

p(2)=p9gz+p(0).
Dabei ist p(0) ist der atmosphérische Luftdruck.



2. Aerostatischer Druck (Barometrische Hohenformel)

| 5

Py Po N

Erdoberfliche

Da hier die Z-Achse nach oben gerichtet ist, gilt:

d
gradp=-pge, = d—p=—pg-
Z

Bei konstanter Temperatur gilt das BOYLE-MARIOTTE-Gesetz

p_P 4o py, o AP

Lo P dz Py p Po

Durch Integration zwischen den Grenzen 0 und z ergibt sich daraus:

gdz.

_FPo
gz = p=pe”

gz

P__ 5
Po Po

In

3. Oberflache einer rotierenden Flussigkeit

Wegen der Rotationssymmetrie geniigt eine zweidimensionale Betrachtung:

b

Hier gilt:



igrad p:d—G+d—T:—ge +w’Xe
yo, dm dm s v

Durch Komponentenvergleich findet man:

@:pa)zx, g 9P

Aus 1. folgt:

2

p:p; X2+ f (2).

Aus 2. folgt dann

ap df =—pg undweiter f(z)=—pgz+K,.
oz dz
Damit ergibt sich
2
0]
p= p2 pPIz+K,.

Wir suchen nun die Flachen gleichen Drucks, wozu auch die Oberflache gehort, da hier Gberall
derselbe atmosphérische Luftdruck herrscht. Hier sei p = konst. = : K,. Damit ergibt sich:
2

w 5
2= 32— z+K, = z=—Xx"+K.
> yol¢) 29

K, = PO

Legen wir den Ursprung des Koordinatensystems in den tiefsten Punkt dieser Parabel, so wird K =0
und

2 Die hydrodynamischen Grundgleichungen
Wir greifen auf die Gleichung (1) im vorigen Kapitel zurtick und schreiben sie in folgender Form:

d?r
— =a=g-—grad 2
TS g 9 p. (2)

Sie heilit hydrodynamische Grundgleichung oder EULER-Gleichung der Hydrodynamik.

Nun betrachten wir ein in seinem Inneren bewegtes, also stromendes Medium. Der Ort P(x, y, z) eines
bestimmten VVolumen- oder Massenelements ist dann eine Funktion der Zeit:

x=x(), y=y®), z=z().

Seine Geschwindigkeit v = dr/dt und deren skalare Komponenten v, vy, v, sind ebenfalls Funktionen
des Ortes und damit auch indirekt Funktionen der Zeit:

Vv, =V, [X(t), y(t), z(t)], usw.



Wenn die Stromung nicht stationr ist, also sich im Laufe der Zeit auch am selben Ort veréndert, sind
die Geschwindigkeitskomponenten auBerdem auch unmittelbare Funktionen der Zeit:

v, =V, [t x(t), y(), z(t)], usw.
Dasselbe gilt auch fir die Komponenten der Beschleunigung
_dv_dr
dt dt*
Diese sollen jetzt néher untersuchet werden.
Die vollstandigen Differentiale der skalaren Komponenten der Geschwindigkeit sind:

oV, dt+avX dx+avX dy+%dz,
z

dv, =
ot OX

v, v, v, v
dv, = —Ldt+—dx+—dy+—-dz,
ot OX oz

dz= v, dt+avZ dx+avZ dy+6vZ dz.
ot OX oy 0z

Division durch dt ergibt:

X

a, = + ,
dt ot ox dt oy dt oz dt

aVX aVX aVX av)(
=X Xy +—Xy +—Xv  USW.
ot ox * oy Y ar

dv, ov, ov,dx ov,dy ov, dz
=X XXX

Damit lauten die »EULER-Gleichungen der Hydrodynamik« in Komponentenform:

v, v, v, oV, 10p
a =—rt+2v +—2v +—*v, =g, -——,
ot ox oy oz p OX
ov, oV ov
a,=—>+—2LV, +—V, +—V, =gy—ia—p, (3)
ot ox oy oz D oy
a\/Z a\/Z Z a\/Z 1 ap
a,=—t+—LV, +—LV +—Lv, =0, ———.
ot oOx oy 0z p 0L

Der erste Summand jeder Gleichung gibt die (zeitabh&ngige) Beschleunigung an, die das
Element auch dann erféhrt, wenn sich sein Ort nicht &ndert (»lokale Beschleunigung ajok«),
die Ubrigen drei Summanden geben die Beschleunigung an, die das Element infolge seiner
Ortsveranderung erfahrt, weil am neuen Ort das Element im Allgemeinen auch dann eine
andere Geschwindigkeit hat, wenn die Stromung stationdr ist, sich also im Laufe der Zeit
nicht verandert. Diese Beschleunigung heil3t »konvektive Beschleunigung akenv«. Die linken
Seiten der Gleichungen sind also die Komponenten des Vektors

a= aIok + akonv’

mit



ov, ov, oV, ov, ov, ov, ov, ov, ov,
a.,, =|V, +V +V B+ V,—+V, —+V,— |6, +| V, +V, +V, e,.
0z X oy 0z 0X oy 0z

Die rechten Seiten der EULER-Gleichungen (3) sind die Komponenten des Vektors
1
g——agrad p.
ol
Also ist
1
a= aIok + a‘konv =g _;grad p.

Die Komponenten der konvektiven Beschleunigung kénnen als das Skalarprodukt zweier Vektoren
aufgefasst werden:

ov, ov, ov, ov, ov, ov,
Vo RV, Y, X = (Ve V8, Ve, )| 2o +—2e, +—Le, |=v-grady,,
OX oy z X oy 0z
und analog

ov ov ov
Vy —~+V, —~+Vv, — =v-gradv,,

oX oy 0z

ov, ov,
V,—L+V

ox oy

ov,
+V, p =v-gradv,.
Man kann daher schreiben:

8oy =V-gradv,e +v-gradv e, +v-gradv,e,.

konv

Der Differentialoperator »grad« kann als symbolischer Vektor aufgefasst werden, der auf eine dahinter
stehende skalare Funktion angewendet wird (hier: v, usw.):

0 0 0
grad=—e, +—e, +—e,.
O0X oy 0z
Wir wollen diesen symbolischen Vektor jetzt aus der iblichen Anwendung herauslsen und auf andere
Weise verwenden. Wenn wir den Vektor »grad« skalar mit dem Vektor v multiplizieren und dabei die
fir Vektoren geltenden Rechenregeln anwenden, erhalten wir:

0 0
+V, —.

+V, —+V,
Yoy ‘oz

0 0
v-grad =(v,e, +v,e, +V,e, )- &eﬁa—yez ey =V

Multiplizieren wir dieses »Skalarprodukt« — das einen skalaren Differentialoperator darstellt —
wiederum skalar mit dem Vektor v, so ergibt das:

0 0 0 0 0 0
(v-grad)v =| v, —+V, ——+V, = [V=| Vv, =4V, ——+V, —— |(V,8, +V,€, +V,e; ).
OX oy 0z OX oy 0z



Fuhrt man die beschriebene Differentialoperation aus, so erhélt man neun Produkte, von denen jeweils
drei denselben Einheitsvektor als Faktor haben:

6“ 6“ 6“ y y y
v-grad)v=|v, —%+v X+v, =% le, +| v, —+VvV,—+V — |e
J “ox Yoy oz )t M ax 2

N,y NN,
+HV, =V, —=+V, e,.
OX oy 0z

Das Ergebnis ist identisch mit dem Vektor aygny:

Ay = (V-grad)v.
Damit lautet die EULER-Gleichung in Vektorform:

ov 1
—+(v-grad)v=9g——qgrad p,
at+( grad)v=g pg p

und fur eine stationdre Strémung
(v-grad)v=g —lgrad p.
Yol

Der Vektor g — die Gravitationsfeldstérke — kann nun noch als Gradient des Gravitationspotentials @
dargestellt werden:

g=—grad @,
Womit sich schlieflich ergibt:

ov 1
—+(v-grad)v =—grad @ ——grad p,
o H(v-grad)v=—g S gradp
und fir eine stationdre Stromung
(v-grad)v :—gradcb—lgrad p.
P

Diese hydrodynamische Grundgleichung wird erganzt durch eine zweite Gleichung, welche die
Massenédnderung eines Volumenelements betrifft.

Die Masse in einem eines beliebigen Volumens V des Mediums ist

m=j pdv,
\

Und die Anderungsgeschwindigkeit dieser Masse ist

dm 0
M_C2 0 pav.
dt ajvp

Die in dem (als konstant betrachteten) Volumen V enthaltene Masse kann sich
nur durch Zu- oder Abfluss von Materie durch die Begrenzungsflache des
betrachteten Raumteils andern. (Das Vorhandensein von Quellen im Innern sei

10



ausgeschlossen.) Die  Anderungsgeschwindigkeit der Masse bei

ausstromender Materie ist
dm
—= vdA,
dt @Ap

wobei v der Geschwindigkeitsvektor und dA der nach auflen gerichtete Normalenvektor eines
Flachenelements ist. A ist die das Volumen V einschliefende Hulle. Unter Berlicksichtigung des

Vorzeichens ist dann
VdA=— 0 dv
P ot puv.
A \%
Nach dem GAUSS-Integralsatz ist

¢ deA:J-diV(pV)dV,
A
. 0
J‘dlv(pV)dV =—EJ- pdv.
\ \

Bei Anwendung auf ein einzelnes VVolumenelement dV ergibt sich daraus

div(pv):—%o.

und daher

Diese Gleichung heilt Kontinuitatsgleichung.
Fur inkompressible Flissigkeiten (p = konst.) vereinfacht sich die Kontinuitatsgleichung zu
divv =0.
In Koordinatenschreibweise lauten diesen beiden Gleichungen
o(pv) , 2Py 3(pv,)
OX oy 0z

Nach den Gesetzen der Vektoranalysis ist

:—6—’0 bzw. 0
ot

vxrotw =grad (v, -w)—(vgrad)w,

waobei der Index ¢ bedeutet, dass der so indizierte Vektor bei der Differentialoperation als konstanter
Vektor zu behandeln ist. Fur w = v folgt daraus

vxrotv =grad(v, -v)—(vgrad)v =4gradv’ —(vgrad)v
und

(vgrad)v =1gradv? —vxrotv.

Dies in die hydrodynamische Grundgleichung fir eine stationdre Strémung eingesetzt ergibt

11



igradv’ —vxrotv = g—lgrad p.
P

Diese Gleichung wird erheblich vereinfacht und wesentlich leichter integrierbar, wenn im ganzen
Raum rot v = 0 ist (wirbelfreie Stromung). Das werden wir im Folgenden voraussetzen.

3 Stationare Stromungen

Bei stationaren Stromungen ist das Stromungsfeld unabhangig von der Zeit.

3.1 Stromlinien und Bahnlinien

Stromlinien sind gedachte Linien in einer Strdmung, deren Tangenten die Richtung der Geschwin-
digkeit der strdmenden Teilchen im jeweils betrachteten Punkt haben.

Die Bahnlinie eines Teilchens dagegen ist die Kurve, die das Teilchen im Laufe der Zeit durchlduft.

Bei einer stationdren Strdmung sind die Stromlinien zeitunabhangig; die Bahnlinien und die
Stromlinien fallen zusammen.

Bei nicht stationaren Strémungen veréndern sich die Stromlinien im Laufe der Zeit stdndig. Daher
sind Stromlinienbilder dann nur Momentaufnahmen und haben keine den Augenblick iberdauernde
Bedeutung. Auch die Bahnlinien andern sich im Laufe der Zeit, aber immerhin gelten sie fir jeweils
ein bestimmtes Teilchen fur die Zeit seiner Bewegung im Strdmungsfeld.

3.2 Die BERNOULLI-Gleichung

Wir betrachten die zuletzt abgeleitete Gleichung fir eine stationdre Strdmung und setzen fiir g wieder
—grad &:

%gradvz—VXrotv:—grach—%grad p. (1)

Fur inkompressible Flissigkeiten (p = konst.) gilt
igrad p=grad P
P P

und damit

grad @ +lgrad p =grad @ +grad P_ grad [gb +£J.
P P P
Dann wird aus Gleichung (1):

1gradv? —vxrotv = —grad(¢+£j.
yo)

Wir multiplizieren die Gleichung mit dr und integrieren sie zwischen zwei Punkten P, und P des

P p o
%I gradVZdr—j (erotv)drz_j gfad(@+£jdr. )

PO PO PO p

Stromungsfeldes:
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Fur die Integration des Gradienten einer Funktion U(x, y, z) nach r gilt:

J gradU dr =j [%—Ueﬁ%ez +68—Ue3j(dxel+dye2 +dze,)
] n X Z

Y
“(oU ouU ouU "
:J'ﬁ (adx+gdy+gdz]:£ dU =U (r,)-U (1),

da der Integrand das vollstdndige Differential dU der Funktion U ist.

Folglich wird aus Gleichung (2):

P

] —|v><rotv|P =‘@+£
Py R

1 2
E‘V
Yo,

PO
Nehmen wir die Integration langs einer Stromlinie — also Uberall in Richtung des Geschwin-
digkeitsvektors vor, dann ist auf dem ganzen Weg

(vxrotv) Ldr unddaher (vxrotv)-dr=0.

Dann qilt:
2 2
V—+@+£=V—°+@0+&.
2 p 2 Yo

Das bedeutet: Die linke Seite der Gleichung hat — unabhéangig von der Lage des Punktes P auf der
Stromlinie — immer denselben Wert, ist also l&ngs der Stromlinie konstant.

Diese »BERNOULLI-Gleichung« gilt (langs einer Feldlinie) flr jede Art von stationdren Strémungen,
flr wirbelfreie und nicht wirbelfreie. Der konstante Wert ist dabei im Allgemeinen von Stromlinie zu
Stromlinie verschieden. Ist die Strdmung wirbelfrei, d. h. ist im ganzen Strémungsgebiet rot v = 0, so
ist das zweite Integral auf der linken Seite der Gleichung (2) auch dann null, wenn die Integration
nicht langs einer Stromlinie erfolgt. Das heil3t: Die oben genannte Summe ist bei Wirbelfreiheit im
ganzen Stromungsgebiet konstant.

Der Umkehrschluss von der Konstanz der Summe auf die Wirbelfreiheit des Gebiets ist nicht
unbedingt zuldssig, da v parallel zu rot v sein kdnnte und daher das Vektorprodukt null wére, obwohl
rot v nicht null ist. Wohl aber kann geschlossen werden: Stammt die Stromung aus einem wirbelfreien
Gebiet, in dem die oben genannte Summe fiir alle Stromlinien denselben Wert hat, dann bleibt die
Strémung im ganzen Raum wirbelfrei.

3.3 Wirbelfreie stationére Strémungen

Nach einem Satz der Vektoranalysis kann der Feldvektor eines wirbelfreien Feldes stets als Gradient
einer Ortsfunktion U dargestellt werden. Die Funktion U heif3t Potentialfunktion des Feldes.

In einem Stromungsgebiet mit dem Feldvektor v, in dem Gberall rot v = 0 ist, l&sst sich demnach v als
Gradient einer Funktion U darstellen, die Geschwindigkeitspotential(funktion) genannt wird. Es ist
dann

v=gradU.

13



Damit lautet die Kontinuitatsgleichung fur inkompressible Flissigkeiten:
divv =divgradU =0.

In der Koordinatendarstellung ist

. 0 0
divgradU =| —e, +—e, +—e, || —e,+—e,+—¢e —+—
OX oy oz OX oy 0z ox~ oy

Mit dem »LAPLACE-Operator«
2 2 2
ox~ oy° oz

kann die Kontinuitatsgleichung so geschrieben werden:

divgradU = AU =0.

Jede Funktion U, welche der »LAPLACE-Differentialgleichung« AU = 0 genigt, kann also das

Geschwindigkeitspotential einer wirbelfreien Stromung darstellen.

Unter den zahlreichen Losungen dieser Differentialgleichung muss von Fall zu Fall diejenige
bestimmt werden, welche den jeweiligen physikalischen Gegebenheiten — den Randbedingungen —
entspricht. Dann kann durch Gradientenbildung das Geschwindigkeitsfeld berechnet werden. Zur
anschlieBenden Ermittlung der Druckverteilung wird dann die hydrodynamische Grundgleichung

benutzt.

3.3.1 Beispiele:

1. Die kugelsymmetrische Stroémung

Die einfachste nicht-triviale rdumliche Potentialstromung (das ist ein Stromungsfeld, dessen
Geschwindigkeitsvektor ein Potential U hat) ist eine kugelsymmetrische Strémung, bei der U nur von

r abhéngt:

U=U(r), wobei r=x*+y>+27°.

U oU oW
= + +
ox* oy’ o1t

Es soll nun

AU

berechnet werden. Es ist

U _duor _du x

ox drox drr’
FU _0(dux)_dUarx duox
x> oxldrr

=—2——+ ,
dreoxr dr oxr

X
d’U x x d_Ur_X? d’U x* du r’-x*
dr’rr dr r? dr? r? '

dar r®

0 Mau ou ou j U U dU
3| 3= +

0z7%



Analog findet man
U _dUy dur-y? U _dUz dur-7
oy* dr*r® dr ' &2 dr?r® dr r®

Damit ergibt sich
U o0U o0U dU X°+y*+z7° dUrP—x*+ri—y*+r*°-7°
= =+ + = + —
ox*> oy* or®  dr? r’ dr r
dU 2du
=
dr® r dr

AU

Durch Einsetzen in die LAPLACE-Gleichung ergibt sich

4, 2du _

AU =—7H+— =
dr r dr

0.

Wie man durch Ableiten und Einsetzen bestétigen kann, ist

U=A+B
r
eine Losung der Differentialgleichung, und zwar die allgemeine Lésung. Durch Gradientenbildung

erhalt man daraus

3 2

v =gradU =grad(é+ sz_ﬁr =——r,
r r r

wobei rg der Einheitsvektor in der Richtung von r ist.

Die Stromung verlauft also — je nach dem Vorzeichen von A — radial nach aul’en oder innen. Im ersten
Fall muss sich in O eine Quelle befinden, im zweiten Fall eine Senke. Die Ergiebigkeit
(die »Schittung«) dV/dt der Quelle bestimmt die Konstante A. Die Ergiebigkeit ist gleich dem
zeitbezogenen Flussigkeitsvolumen, das durch die Oberflache einer Kugel um O nach aufien stromt,
und dies ist

d—V=47rr2V=—47rA,
dt
woraus folgt
o 1av
T 4z dt’

Die Konstante B ist fir die Stromung belanglos, da sie bei der Gradientenbildung wegféllt. Sie hat
aber Einfluss auf das Potential der Stromung. Wenn man dieses — wie tblich — so normiert, dass es im
Unendlichen null wird, ist B = 0.

Interessant ist die vollkommene Analogie zum elektrischen Feld einer Punktladung.

2. Zerreil3en eines Flussigkeitsfadens
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Wenn aus einem Wasserhahn ein Fllssigkeitsfaden austritt, wird er wegen der zunehmenden
Geschwindigkeit zundchst diinner und zerrei8t schlieflich in einzelne Tropfen. Dieser Vorgang soll
genauer betrachtet werden. Aus der BERNOULLI-Gleichung folgt

Fur eine ruhende Flussigkeit dagegen lautet die Gleichung:

pstat =—p D.

Der Index »stat« soll darauf hinweisen, dass es sich dabei um den hydrostatischen Druck handelt. In

die obere Gleichung eingesetzt ergibt:

2
_p. PV
P=Poa =5

Das bedeutet: Der hydrodynamische Druck p ist um p v4/2 kleiner, als der hydrostatische Druck an
derselben Stelle ware, wenn sich die Flissigkeit nicht bewegen wiirde. Er nimmt mit zunehmender
Geschwindigkeit ab. Da Flussigkeiten keinen Zug aushalten kdnnen, ohne zu zerreilen, darf der
hydrodynamische Druck nicht kleiner als 0 werden, wenn die Flissigkeit nicht zerreilen soll. Der
hochste zuldssige Wert fur die Geschwindigkeit ist demnach

Vo = 2 Pt .
\l P

3. Das Theorem von TORRICELLI

Ein Gefal sei bis zur Hohe h mit einer Flussigkeit der Dichte p angefullt. Im Boden des GefaRes
befinde sich ein Loch, dessen Querschnitt sehr klein ist gegeniiber der Oberflache der Flissigkeit im
GefaB. Gesucht ist die Geschwindigkeit, mit der die Fllissigkeit ausstromt.

h
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Da an der Oberflache der Flissigkeit Gberall derselbe Druck p, (der Atmosphdarendruck) herrscht, die
Flussigkeitsteilchen alle dieselbe Geschwindigkeit v (praktisch gleich 0) haben und sie aulerdem in
derselben Hohe h liegen, hat fur alle Punkte der Oberflache die Summe
2
Vv
—+ D+ P
yo,
denselben Wert. Setzen wir das Potential @am Boden des Gefalies gleich 0, dann ist es an der
Oberflache gleich g h. Wegen v = 0 hat die Summe dann den Wert

gh+Po,
o,
wobei po der atmospharische Luftdruck ist. AuRerdem ist das Gebiet der Oberflache wirbelfrei. Da die
Summe langs einer Stromlinie ihren Wert behalt, muss tberall rot v null sein. Wir kénnen also die
BERNOULLI-Gleichung anwenden. In der Ebene der Offnung unten ist die Geschwindigkeit v, der
Druck ebenfalls p, und das Potential 0. Also ist

2

Ve B Po
—+—==gh+—= = v:«/29h.
2 p p

Das Ergebnis entspricht dem Energiesatz: Wenn unten das Volumen AV austritt, verschwindet an der
Oberflache eine gleiche Menge. Die Flussigkeitsteilchen, die unten austreten, haben dieselbe
Geschwindigkeit, als wenn sie die Hohe h frei durchfallen hétten. Flr die oben verschwindende
potentielle Energie tritt unten der gleiche Betrag an kinetischer Energie auf.

4. Prinzip der Wasserstrahlpumpe

Wir betrachten ein sich in der Mitte verengendes Rohr, das wirbelfrei von einer Flissigkeit durch-
stromt wird.

Das Gravitationspotential sei fir die drei Querschnitte Ay, A; und A, gleich oder (bei senkrechter
Anordnung) anndhernd gleich. Anwendung der BERNOULLI-Gleichung auf die Querschnitte A, und
A, liefert:

%(Vg_vzz)_ P, — Py

p
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Da die Flussigkeit nicht kompressibel ist, gilt:

VoA =V, A,

womit man schliefRlich erhalt:

2
P2 = Po :%vg (%_1}

Wenn A, >> A, ist, dann ist (erst recht) p, >>po. Wenn die Flussigkeit in die Atmosphére ausstromt, ist
p. gleich dem Atmospharendruck und p, sehr viel Kleiner als dieser. Bohrt man die Réhre an der
engsten Stelle an, so saugt die vorbeistromende Flissigkeit dort Luft an.

3.5 Zweidimensionale stationare Stromungen

Zweidimensionale stationaren Stromungen inkompressibler Fliissigkeiten stehen in einem interes-
santen Zusammenhang mit den Funktionen einer komplexen Veranderlichen,
die in der Funktionentheorie behandelt werden. Dieser Zusammenhang soll
zunachst dargestellt werden.

Unter einer Funktion w(z) einer komplexen Variablen z = x + iy versteht man eine Funktion der beiden
Variablen x und y, in der x und y nur in der der Verbindung (x + iy) vorkommen.

Die partiellen Ableitungen der Funktion w nach x und y sind dann

ow dwoz dw

—=——=—"1=w/(2),
ox dzox dz
ow dwoz dw .
—=——=—"1=1W(2)
oy dzoy d
Ein Vergleich zeigt, dass
ow =i @ (3)
oy  OX
Die Werte, welche die Funktion w annimmt, sind selbst wieder komplexe Zahlen, die wir in einen
Realteil und einen Imaginérteil zerlegen kdnnen:
W(z) = @(X, y) +iyp(Xy).
Die Gleichung (3) kann dann wie folgt geschrieben werden:
8_¢+i6_w=i[6_go+i8_y/j=_8_w+i6_qp,
oy oy ox  OX ox  OX
woraus folgt:
0 __ W 41y und W_92 4y (4)

oy OX ' oy  ox

Differenziert man (4.1) partiell nach y und (4.2) partiell nach x, so erhélt man
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azga_ oy und oy _82g0

oy>  dyox oxoy  ox2
Nach dem Satz von SCHWARZ ist
Oy _dy
OyoxX oOxoy
und daher
%o o _
aXZ ayZ -
Auf analoge Weise findet man:
az_l’// + 82_(// =0
aXZ ay2 -

Diese beiden LAPLACE-Differentialgleichungen besagen, dass sowohl ¢(x, y) als auch w(x,y) die
Funktion des Geschwindigkeitspotentials einer zweidimensionalen Strémung sein kann.

Multipliziert man (4.1) und (4.2) mit einander, so erhalt man:

8_(/)8_y/+8_(p8_l//20 oder
OX OXx 0oy oy

Das bedeutet: Die Kurven ¢ = konst. und y = konst. stehen in jedem gemeinsamen Punkt aufeinander
senkrecht (sie sind »Orthogonaltrajektorien«). Jede der beiden Kurvenscharen kann als die Schar der
Stromlinien aufgefasst werden, die jeweils andere ist dann die Schar der Aquipotentiallinien (oder
Niveaulinien) des Geschwindigkeitspotentials.

grad¢-grady =0.

Zusammenfassung: Sowohl der reelle wie der imagindre Bestandteil einer beliebigen Funktion
einer komplexen Verdnderlichen kann als Geschwindigkeitspotential(funktion) einer zweidimen-
sionalen stationaren Flissigkeitsstromung angesehen werden. Betrachten wir den reellen Teil, so sind
die Kurven ¢ = konst. die Niveaulinien und die Kurven y = konst. die Stromlinien, und umgekehrt.
Man erhalt also mit jeder Funktion einer komplexen Veranderlichen gleich zwei mégliche Stromungs-
felder.

Nun gibt es in der Realitat zwar keine ebenen Stromungen, aber es gibt Strémungen, die in parallelen
Ebenen vollig gleich verlaufen, bei denen also die Geschwindigkeit v und das Potential ¢ nur
Funktionen von x und y sind.

3.5.1 Beispiele:
1. Ebene Quell- und Zirkulationsstrémung

Es sei

w(z)=alnz=aln(x+iy),

wobei a eine Konstante ist. Setzen wir

aln(x+iy)=g+iy,
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dann ist

—e2 oS> +ieasin=.

ptiy ¢ iy @ ® [
X+iy=e 2 =ewe? =e?| cos—+isinL v d
a a a a
Also ist
k4 14
x=e2cosZ und y:easinz = X:tanﬂ.
a a X a
Ferner ist
2 2
X+y?=e2 = —q)zln(x2+y2)=lnr2 — gp=alnr.
a

Fur w = konst. ist dann y = ¢ x; fiir ¢ = konst. ist r = konst.

Wir erhalten also einerseits eine Schar von Geraden durch den Ursprung, andererseits eine Schar von
konzentrischen Kreisen um O. Betrachten wir die Geraden als Stromlinien, so erhalten wir das ebene
Gegenstiick zu der friher betrachteten Kugelstrémung. Die Kreise sind dann die Niveaulinien des
Geschwindigkeitspotentials.

Wir kénnen aber auch die Kreise als Stromlinien betrachten. Wenn wir den Nullpunkt durch einen
kleinen Kreis um ihn herum ausschlieBen, ist das Ubrige Gebiet wirbelfrei. Die Flissigkeitsteilchen
bewegen sich allerdings im Kreis herum und das Linienintegral der Geschwindigkeit Uber einen
solchen Kreis oder Uber eine andere geschlossene Linie um O ist nicht null. Eine solche
»Zirkulationsstromung« findet sich zum Beispiel bei den magnetischen Feldlinien eines langen
Leiters.

1. Fall: Quellstrémung

Das Geschwindigkeitspotential der Strémung sei ¢ =a In r. Dann ist:
v =gradp=grad(alnr)= grad(aln N )
= di(aln«/x2 +y? )e1 +di(aln«/x2 +y? )e2
X y

a(x_y a
=—| —e +=e, |[=—T.
rir r r

Deutung: Die Geschwindigkeit der Stromung ist von O radial nach auBen oder innen gerichtet.
Folglich muss sich in O sich eine Quelle oder Senke befinden. Ihre Ergiebigkeit ist gleich der auf die
Zeit bezogene Flache, die durch einen Kreis um O hindurch stromt:

d—A:Zﬂrv:Zﬂa.
dt

2. Fall: Zirkulationsstromung
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Das Geschwindigkeitspotential der Strémung sei nun y = arctan y/x. Dann ist

v=grady = iarctan Xel +iarctan Xez
dx X dy X
a y X a
= (—Feﬁ?ezj: 1y (-ye, +xe,).
1+F

Der Geschwindigkeitsvektor steht also auf dem Radiusvektor senkrecht; sein Betrag ist

a B a
V=— 24/x +Y = —_—.
2 2

X+y «/x +y

Das Linienintegal uber v-ds l&ngs einer beliebigen geschlossenen Kurve, die den Punkt O umschlief3t,
hat denselben Wert wie das Linienintegral iber einen Kreis um O, namlich

(j}v-ds=E27zr:27ra.
r

3. Ebene Parallelstrémung
Wir betrachten nun die sehr einfache Funktion
wW(z) =z =Xx+1y.
Hier ist
p=X y=Y.

Die Kurven ¢ = konst. haben die Gleichung x = konst.; die Kurven y = konst. haben die Gleichung
y = konst.

Wir haben also, je nach Interpretation, eine Parallelstromung parallel zur X-Achse oder parallel zur Y-
Achse. Die Niveaulinien sind dann die jeweils andere Kurvenschar.

4. Umstromter Kreiszylinder

Wir betrachten die Funktion

W(Z):AZ+E,
z

wobei A und B positive Konstanten seien. Ausfihrlich geschrieben ist

. _ B(x—iy)
w=A(X+1Yy)+ =A(X+1Yy)+———=.
(oriy) sy = ACHY) =2
Es ist daher
B x B
Pp=AX+——, Y=Ay+— yZ.
X“+y X“+y
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Wenn wir ¢ = konst. als die Gleichung der Niveaulinien ansehen und = konst. als die Gleichung der
Stromlinien, dann ist wegen v = grad ¢
op By’ -x)

Vi=—=A+———— und v, =
ox (X2+y2)

a_(p: 2Bxy
oy (x2+y2)2'

Fir x — oo geht offensichtlich v, — A und v, — 0, das heift, die Strémung verlauft im Unend-

lichen parallel zur X-Achse. Betrachten wir nun die Stromlinie mit ¥ = 0. Deren Gleichung ist

B
A— =0.
y( x2+y2]

Diese Gleichung wird erfillt durch die Funktionen

y=0 und x*+y’=

w| >

Die erste Gleichung stellt die X-Achse dar, die zweite den Kreis um O mit dem Radius r = «/m In
den Kreis dringen keine Stromlinien ein, denn sowie ¥ auch nur ein wenig von null abweicht, verlauft
die dazu gehdrige Stromlinie aullerhalb des Kreises. Und dort, wo die X-Achse auf den Kreis trifft, ist
die Stromungsgeschwindigkeit null. Wir kdnnen daher den Kreis durch einen Festkorper ersetzen,
ohne dass sich am Stromungsverlauf etwas &ndert. Wir haben somit einen ebenen Schnitt durch eine
rdumliche, urspriinglich parallele Strémung vor uns, in die senkrecht zu den Stromlinien ein
Kreiszylinder eingebracht wurde.

/_\
/\

— N —
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4 Wirbel- und Zirkulationsstromungen

4.1 Zirkulation

Unter der Zirkulation I eines Feldvektors v langs einer geschlossenen Kurve C versteht man das
Linienintegral Gber diesen Vektor langs der Kurve:

Zirkulation I = 4)v-ds.

C

Nach dem Satz von STOKES besteht zwischen der Zirkulation und der Rotation eines Vektors

folgender Zusammenhang:
(f)v-ds =j rotv-dA
A
C

Dabei ist A eine beliebige Flache, deren Umrandung die Kurve C ist. (Die Flache A muss jedoch
»einfach zusammenhéngend« sein, d. h. sie darf nur eine einzige Umrandung haben. Es darf also im
Innern kein Flachenstiick herausgeschnitten worden sein.) Das Integral Uber rot v-dA heit Wirbel-
stérke. Also gilt:

Die Zirkulation des Feldvektors langs einer geschlossenen Kurve ist gleich seiner Wirbelstarke
in der von der Kurve umschlossenen Flache.

4.2 Der Satz von THOMSON Uber die Erhaltung der Zirkulation

Da die Stromlinien in einer Stromung einander nicht (berschneiden, bleiben Flissigkeitsteilchen, die
zu irgendeinem Zeitpunkt to benachbart sind, standig benachbart, solange die Flissigkeit nicht zerreif3t.

Wir betrachten nun eine geschlossenen Kurve C, in einer Strémung, die zur Zeit t, aus lauter
benachbarten Teilchen gebildet wird, eine so genannte »materielle Kurve«. Zu irgendeiner Zeit t
bilden diese Teilchen noch immer eine geschlossene Kurve C, die allerdings eine vollig andere Gestalt
als Cy haben kann.

L
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Der Satz von THOMSON uber die Erhaltung der Zirkulation besagt nun, dass

4}v-ds = Cﬁv-ds = konst.
Co C

wenn die wirkenden duReren Krafte (das sind i. A. die Gravitationskréfte) ein Potential besitzen.

4.3 Die HELHOLTZ-Wirbelsatze

Wir betrachten nun das Feld des Vektors V = rot v, wobei v der Geschwindigkeitsvektor einer
Flussigkeitsstromung ist. Die Feldlinien des Vektors V sind dann die Kurven, deren Tangenten in
jedem Punkt die Richtung von rot v haben, also die Richtung der Drehachsen der Flissigkeitsteilchen.

Diese Feldlinien nennen wir »Wirbellinien«.

Da nach einem Satz der Vektoranalysis stets div rot v = 0 ist, gibt es in der Fllssigkeit keine Quellen
oder Senken der Wirbellinien, also Stellen, in denen Wirbellinien beginnen oder enden. Die
Wirbellinien sind also entweder geschlossene Linien oder sie beginnen oder enden (im Falle einer
begrenzten Fliissigkeit) an den Grenzflachen.

Eine schlauchartige Flache, deren Oberflache von Wirbellinien gebildet wird, heil3t »Wirbelrohre«.
Eine Wirbelrohre von so geringem Querschnitt, dass auf ihm rot v als konstant angesehen werden
kann, heil3t »Wirbelfaden«. Die Wirbelstérke eines Wirbelfadens ist dann einfach das Produkt aus
seinem Querschnitt g und dem Betrag von rot v.

Die Wirbelstarke eines Wirbelfadens und einer Wirbelrohre ist langs des ganzen Fadens bzw. der
Rohre konstant.

Beweis: Da im Innern der Wirbelréhre keine Wirbellinien entstehen oder enden konnen, auch keine
Wirbellinien die Seitenflachen durchdringen oder dort enden, bleibt die Anzahl der Wirbellinien in
einer Rohre unverandert.

Aulerdem gelten folgende Satze:
Eine Wirbelrohre besteht immer aus denselben Fllssigkeitsteilchen.

In einer reibungslosen Flussigkeit sind die Wirbelstarken der Wirbelréhren auch zeitlich konstant.

4.4 Das BIOT-SAVART-Gesetz der Hydrodynamik

Der durch den Satz von STOKES ausgedriickte Zusammenhang zwischen v und rot v ist nicht nur ein
quantitativer, sondern ein »kausaler«: Eine Wirbelréhre e r z e u gt um sich herum ein Strémungs-
feld, dessen Zirkulation gleich der Wirbelstarke der Wirbelrohre ist. Ist der Vektor rot v als Funktion
des Ortes gegeben, so lasst sich im Prinzip daraus das Strdmungsfeld berechnen.

Der einfachste Fall ist das Feld eines einzelnen Wirbelfadens der Wirbelstarke 7. Hier gilt (wegen
rot v = konstant langs des Querschnitts q):

rotv|q="T".
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Das Problem ist vollig analog der Berechnung des magnetischen Feldes eines diinnen Leiters, in dem
ein Strom | flieRt. Hier lautet die entsprechende Gleichung:

rot H|q=1.
Fur das magnetische Feld aber ist die Lésung bekannt:

I dsxr

H=— ,
4r ), re

woraus geschlossen werden kann, dass fir den Beitrag dH eines einzelnen Leiterelements ds zur
Feldstarke gilt

dH:Lds;r
Az r
betragt. Entsprechend gilt dann
L 9T g gy =L 98T
A ). 1 4r r

5 Schallwellen in Flissigkeiten und Gasen

Bei der Ausbreitung von Schallwellen in Flissigkeiten und Gasen sind die auftretenden
Teilchengeschwindigkeiten und Dichtednderungen so Klein, dass alle Produkte dieser GréRen
vernachlassigt werden kénnen. (Dies gilt nicht fur die Ausbreitung von Schockwellen, wie sie z. B. bei
Explosionen entstehen.) So kann in der EULER-Gleichung von dem Term (v grad)v abgesehen
werden. Auch die Wirkung &uRerer Kréfte (Schwerkraft) kann vernachlassigt werden. Damit
vereinfacht sich die EULER-Gleichung zu:

ov 1
—=—=—grad p. 1
o, erede (1)
AulRerdem bendtigen wir die Kontinuitatsgleichung:
. op
div(pv)=—— 2
(pv)=-7 (2)

Nun fehlt uns noch eine Beziehung zwischen p und p. Hier bietet sich zunéchst wieder das fir
konstante Temperatur gultige BOYLE-MARIOTTE-Gesetz an, das jedoch zu falschen Ergebnissen
fuhrt, so z. B. zu einer Schallgeschwindigkeit in Luft bei 0 °C von ca. 280 m/s. Erst LAPLACE
erkannte, dass wegen der Schnelligkeit der Druckschwankungen im Medium kein Temperatur-
ausgleich stattfinden kann und der Vorgang nicht als isotherm, sondern als adiabatisch angesehen
werden muss. Das einschlagige Gesetz lautet dann:
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Dabei bedeuten p,, und p,-die Mittelwerte von p und p. cp und c, sind die spezifischen Wé&rme-
kapazitaten des Gases bei konstantem Druck bzw. konstanter Temperatur. Wir setzen nun

£=:1+a,
Prm

wobei 1+0 = 1+0(X, Y, z, t) die relative Abweichung der Dichte vom Mittelwert ist. Damit wird

p ) .
— | =(1+0) =l+xo.
[ij ( )

Daraus folgt:

grad p~ p,xgrado

und mit
P = Pn

igrad p~ Mgrad o.
Y2,

m

In die vereinfachte hydrodynamische Grundgleichung (1) eingesetzt ergibt:

N —Mgrada (3)
ot Pn

Aus Gleichung (2) wird mit den entsprechenden Vernachlassigungen:

divv:—a—a.
ot

Zur Eliminierung von v wird diese Gleichung nochmals nach t differenziert

0 .. 0’c
—divv =——,
ot ot

und von Gleichung (3) die Divergenz gebildet (die Reihenfolge zeitlicher und 6rtlicher Ableitungen
darf vertauscht werden):

2divv = —&divgrad o.
ot Pm

Also ist

p., 0°c

divgrado=Aoc = )
Jado=ag p,k Ot

Dies ist eine (POISSON-)Differentialgleichung fir o, welches (siehe oben) angibt, um wie viel die
relative Abweichung der Dichte vom Mittelwert von 1 differiert. Eine Losung dieser Differential-
gleichung ist eine sich um O mit der Phasengeschwindigkeit
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ausbreitende Kugelwelle. Die mittlere Dichte ist temperaturabhangig:

__Fo
P 1479’

wobei p, die Dichte bei 0 °C, 1= die Celsius-Temperatur und y = 1/273 Grad ist.

. f Pk (1+79)
o '

Da die Dichte po dem mittleren Druck proportional ist, ist die Schallgeschwindigkeit vom Druck
unabhéngig.

Damit ergibt sich schliellich:

6 Hydrodynamik zaher Flissigkeiten
6.1 Einfache lineare Laminarstrémung, das HAGEN-POISSEUILLE-Gesetz

Von einer Laminarstromung spricht man, wenn sich die Flussigkeit in Schichten mit verschiedener
Geschwindigkeit unterteilen lasst, die aneinander vorbeigleiten. Infolge der inneren Reibung sucht die
schneller flieBende Schicht die angrenzende langsamere mitzunehmen und zu beschleunigen.
Umgekehrt wirkt die langsamere Schicht auf die schnellere verzégernd, wobei wieder »actio =
reactio« ist. Fur diese Kréfte hat schon NEWTON eine Annahme gemacht, die sich als richtig
erwiesen hat: Jede der beiden Kréfte ist proportional der GroRe der Beriihrungsflache A und
proportional dem Geschwindigkeitsgefélle senkrecht zur Strémungsrichtung.

Im einfachsten Fall (lineare Laminarstromung) verlauft die Strémung geradlinig, z. B. parallel der X-
Achse. Nimmt die Geschwindigkeit v in Richtung der positiven Z-Achse zu, so ist der Betrag der
(Tangential-) Kraft zwischen zwei benachbarten Schichten

dv
F=nA—.
x =1 dz

Der Proportionalitatsfaktor # heil3t Zahigkeits- oder Viskositatskoeffizient der Flissigkeit.

Wir betrachten nun die in Richtung der positiven X-Achse gerichtete laminare Strémung in einem
Rohr von konstantem kreisférmigem Querschnitt.
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Als Volumenelement nehmen wir einen Hohlzylinder der L&nge | mit den Radien r und r + dr. Da
nach innen benachbarte Schicht hat eine gréBere Geschwindigkeit und (bt daher eine Kraft in
Richtung der +X-Achse aus:

dv
F=-—nl2zr—. 1
1 n dr ( )
Durch das Minuszeichen wird beriicksichtigt, dass dv/dr negativ ist , weil die Geschwindigkeit mit
zunehmendem r abnimmt.

Die aufRen angrenzende Schicht dagegen ist langsamer und wirkt auf das betrachtete VVolumenelement
hemmend. Die von ihm ausgelbte Kraft ist

2
F2=77I27z(r+dr)[%+g—r\:dr} (2)
waobei berlicksichtigt wurde, dass sich auf der Strecke dr auch das Geschwindigkeitsgefalle geandert
hat. Es ist F, < 0 und dem Betrag nach groRer als F;. Herrscht an einem Ende des Rohres der Druck
p:, am anderen Ende (d. h. am Ausfluss) der Druck po, so ist die Summe der an dem Hohlzylinder
angreifenden Druckkréfte unter Beriicksichtigung ihrer Richtung 2z r dr (p; —po). Im stationéren
Zustand dient diese Kraft nur dazu, die Resultierende der Reibungskréfte F, + F, zu kompensieren.
Unter Berucksichtigung des VVorzeichens ist also:

F+F,=—2zrdr(p,—p,)=—27rdrAp,

Setzt man auf der linken Seite die Werte fur F; und F, aus Gleichung (1) und (2) ein, so erhalt man
unter Vernachlassigung von Gliedern héherer Ordnung

dv  d¥ d( dv
127dr| —+r— |=-27zrdrA |—|r— |=-rAp, (3

nex (err der d P =7 dr( drj P (3)
weil
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dv  d¥ d( dv
tr—|=—=|r—|.
dr dr?) dr{ dr

Gleichung (3) kann leicht integriert werden:

2
(VAP o v Apr, C
dr 27l dr 2nl r
Nochmalige Integration liefert:
2
V:_Apr +CInr+D.
4nl

Bestimmung der Integrationskonstanten:
1. Furr =0 (d. h. in der Achse) muss v endlich bleiben, also muss C = 0 sein.

2. Fur r =a (d. h. an der Rohrwand) muss v = 0 sein, da die Fliissigkeit erfahrungsgeméal an der Wand
haftet. Daraus folgt:

4nl

und somit

A

V= —p(a2 - rz).
4nl

Die Starke des Stromes durch das betrachtete Volumenelement ist

dl =2zrvdr =A—p(a2—r2)27rrdr.
4nl

Die Integration tber den Querschnitt des Rohres ergibt:

a 4
I :j AP (az—rz)rdr:”Apa .
o 27l 87l

Dies ist das HAGEN-POISSEUILLE-Gesetz. Beachtlich ist, dass unter sonst gleichen Bedingungen
eine Verdoppelung des Rohrdurchmessers zur 16-fachen Durchflussmenge fuhrt. Erwéhnenswert ist
noch das »parabolische Geschwindigkeitsprofil« im Rohr:
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