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1 Elektromagnetische Wellen in nicht leitenden Medien

1.1 Die Wellengleichung

Fir in unserem Bezugssystem ruhende, isotrope, nicht leitende Medien gelten die im letzten Kapitel
von Teil 11l aufgefihrten Gleichungen in der Form
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Ferner gilt
divH =0, 3)

und wenn keine Raumladungen vorhanden sind, was wir jetzt voraussetzen wollen,
divE =0. 4

Zur Losung der Gleichungen eliminieren wir zundchst H. Dazu differenzieren wir die Gleichung 1
nach t und berechnen die Rotation der Gleichung 2. Da der betrachtete Korper ruht, sind die Diffe-
rentiationen nach der Zeit und nach dem Ort (hier: Rotationsbildung) vertauschbar.
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Nach einem Satz der Vektoranalysis ist
rotrot E =graddivE —AE.
(Wegen der Bedeutung von A siehe unten.) Da nach Voraussetzung div E = 0 ist, folgt daraus
rotrotE =-AE. (7)
Andererseits ist nach Gleichung 6 bzw. 5
oH oH 0’E
rotrotE =— rot— und rot—=¢.¢6,—
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Somit ist schlie3lich
O°E
AE =E.E U Uy W (8)

Dabei ist A der LAPLACE-Operator, das skalare Produkt des Nabla-Operators mit sich selbst. Auf
Vektoren angewendet, bedeutet er

AE =(VV)E=AEg +AEg,+AEpg,

oder ausgeschrieben
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Die Gleichung
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ist die Differentialgleichung fur die wellenartige Ausbreitung des Vektors E im Raum, wobei sowohl
der Ortliche wie der zeitliche Verlauf der Welle einer Sinuskurve folgt. Durch diese Differential-
gleichung wird eine riesige Mannigfaltigkeit von Wellenphdnomenen beschrieben. Wie immer bei
einer Differentialgleichung kommt es darauf an, die fiir bestimmte Gegebenheiten passende Ldsung

auszuwahlen.

1.2 Die ebene Losung der Wellengleichung

Ich beschranke mich nun auf einen besonders wichtigen und charakteristischen Fall, ndmlich auf den
einer homogenen ebenen Welle. Das ist eine Welle, die sich in einem rdumlich unbegrenzten Medium
mit einer ebenen Wellenfront linear ausbreitet, zum Beispiel in Richtung der X-Achse. In allen
Punkten einer beliebigen Ebene senkrecht zur X-Achse hat dann die Feldstdrke E jeweils denselben
Wert. Innerhalb einer solchen Ebene &ndert sich also E in Y- und Z-Richtung nicht, was mathematisch
bedeutet, dass uberall

oE oOE 0

oy 0z
ist. Dies gilt naturlich auch fiir die entsprechenden Ableitungen aller Komponenten von E. In Anbe-
tracht dessen und wegen

oE
divE =8EX + +6EZ =0
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wird auch
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Das betrachtete elektrische Feld kann also keine Komponente in X-Richtung haben, es sei denn, diese
waére konstant. Ein solcher Fall (eines konstanten Feldes) interessiert uns aber hier nicht. Es sei also
Ex=0.

Durch ein ganz analoges Vorgehen beim Eliminieren von E ergibt sich Hy = 0. Folglich ist die
betrachtete Welle eine Transversalwelle: Die Schwingungen von E und H finden nur senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung statt. (Wie erkennbar, ist dies eine Folge der Quellenfreiheit der beiden Felder.)

Von der Gleichung 9 bleiben nach dem oben Gesagten nur zwei Gleichungen tbrig:

O°E o°E 6°E 6°E
p Y =a’ 8t2y und 5 =3’ étzz mit 8% = & &, 4.
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Die Welle kann natrlich aus einer Uberlagerung von beliebig vielen Wellen mit unterschiedlichen
Frequenzen bestehen, wie das z. B. beim Sonnenlicht der Fall ist. Es genligt hier jedoch, wenn wir uns
auf eine »monochromatische« Welle beschrédnken, das heillt auf eine Welle mit einer einzigen

Frequenz. Dann lautet der allgemeine Ldsungsansatz:
_ it _ i(wt+5)
E,=f(x)e”, E,=g(x)e™"".




Durch zweimaliges Differenzieren, Einsetzen und Kirzen durch die Exponentialfunktion erhalten wir

2 2
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Die Losungen dieser uns vertrauten Schwingungsdifferentialgleichungen sind

+w’a’g =0.

f — Aeiia)ax und g — Beiia}ax.

Wahlen wir das positive Vorzeichen des Exponenten, dann ist der Phasenwinkel w a x umso grofRer, je
groRer x ist und umgekehrt. Folglich breitet sich die Welle langs der X-Achse nach links aus. Wéhlen
wir das negative VVorzeichen, breitet sich die Welle langs der X-Achse nach rechts aus. Wir entschei-
den uns fur diesen zweiten Fall. Dann wird

Ey — Aeiw(t—ax) und EZ — Beim(t—ax)+i§
oder einfacher

E, =Asino(t—ax) und E, =Bsin[o(t-ax)+o].

Wie eine einfache Uberlegung zeigt, ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit v der Welle

1 1
a ‘\, grgoﬂrﬂo
Im Vakuum ist
1
V=

Jokts

Durch Einsetzen der Werte firr &, und g ergibt sich die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ = 300 000
km/s.

Die Amplituden von E, und E, hdngen von den Erzeugungsbedingungen der Welle ab, ebenso ihr
Phasenverschiebungswinkel J. Fur ¢ = 0 ist die Welle linear polarisiert, anderenfalls ist sie elliptisch
polarisiert. (Letzteres bedeutet: Der Endpunkt des Vektors E lauft auf einer Ellipse herum.)

Bei der Berechnung von H beschranke ich mich auf eine linear polarisierte Welle mit E, = 0.

Unter dieser Voraussetzung ergibt sich aus

oH
rotE =— —
oH oH oE
— Y0, L=——2 = Aawcoso(t—ax).
ot Hbo "ot = ox (t-ax)
Integriert:
H, =0, H,= Aaa)isina)(t—ax) = [tk E,.
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Die additiven Integrationskonstanten wurden gleich null gesetzt, da sie konstante Felder darstellen, die
hier uninteressant sind.



Das magnetische Feld steht also bei einer linear polarisierten Welle auf dem elektrischen Feld
senkrecht und schwingt mit diesem phasengleich. Wenn sich die Welle in +X-Richtung ausbreitet, hat
das elektrische Feld die Richtung der +Y-Achse, das magnetische Feld die Richtung der +Z-Achse.

1.3 Die Energiedichte der elektromagnetischen Welle und der
POYNTING-Vektor

Die Energiedichte w = dW/dV im Raum einer elektromagnetischen Welle setzt sich zusammen aus der
Energiedichte des elektrischen Feldes und der des magnetischen Feldes und betragt daher

1 1
W=E€r£0E2 +§,ur,u0H2.
Wegen

grgo
lurluo

H = E

kann man dafiir auch schreiben

W= g,6E° = g p,H>.

Dabei sind E und H die jeweiligen Momentanwerte der Feldstarken. Wie man sieht, verteilt sich die
Gesamtenergie zu gleichen Teilen auf das elektrische und das magnetische Feld.

Da die Welle im Raum fortschreitet, wobei sich die »Wellenberge« und »Wellentéler« in Ausbrei-
tungsrichtung verschieben, transportiert die Welle Energie in dieser Richtung mit der Geschwindigkeit
Cn (Lichtgeschwindigkeit im Medium). Betrachten wir einen hinreichend kleinen Quader von der
Lénge dx = ¢, dt und dem Querschnitt dy dz. Er enthalt die Energie dW = w ¢, dt dy dz. In der Zeit dt
durchstromt diese Energie die vordere Stirnflache des Quaders. Die auf den Querschnitt und die Zeit
bezogene Energie ist dann

dw

S=——— _=wc_=¢¢,E°C_= H%c .
ddedt m r“o m lurluo m

E = /—W‘O H
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S=EH.

Mit

ergibt sich daraus

Diese GroRe S heildst Intensitdt oder Energiestromdichte der Welle am betrachteten Ort. Der dazu
gehdrige Vektor, der parallel zur Ausbreitungsrichtung der Welle ist, heil3t POYNTING-Vektor S:

S=ExH.



2 Elektromagnetische Wellen in leitenden Medien
Wegen der etwas komplizierten Rechnungen fiihre ich zunéchst folgende Abkiirzungen ein:
&ré€0 =€, Urlo = MU

Da Verwechslungen hier ausgeschlossen sind, bezeichne ich die elektrische Leitfahigkeit 1/p wie Ub-
lich mit o.

Dann lauten die Feldgleichungen fiir den Fall, dass die Leitfdhigkeit des Mediums nicht verschwin-
dend klein ist,

rot H =ga§—f+aE, rot E =—y86—|;|, divE =divH =0.

Eliminiert man wieder wie oben H, so ergibt sich

PE, 10
ot? ot
Wieder beschranke ich mich auf ebene Wellen, die sich in Richtung der +X-Achse ausbreiten, sodass
alle partiellen Ableitungen nach y und z gleich null sind, woraus sich E, = H, = 0 ergibt. AuBerdem sei

die Welle linear polarisiert (E, = 0). Fiir eine zudem monochromatische Welle lautet dann der Ansatz:

AE=¢cu

E, = f(x)e'". (10)
Daraus folgt:
0’E
ot

L=—o’f(x)e'"

und somit
(A E)y = (—g,ua)2 + ia),ua) f(x)e'".

Andererseits ist

O’E. 8%f
AE) =—)t=——¢"
( )V ox>  ox?
und daher schlielilich
0% f > .
P +(5,ua) —Ia),ua)f(x)zo.
X

Dies ist formal die Differentialgleichung einer harmonischen Schwingung, jedoch mit einem kom-
plexen Koeffizienten. Mit dem Ansatz:

f(x) = Ae'™"

findet man

k= J_r\/g,ua)z —luow

(Ich bezeichne die Konstante hier mit k, weil der Buchstaben a spéter flr eine andere GroRRe gebraucht
wird.) Fir ¢ = 0 ergibt sich daraus der gleiche Wert wie fir die Welle in nicht leitenden Medien. Aus
demselben Grund wie dort wéhlen wir auch hier das negative VVorzeichen und erhalten so



f (X) — Ae—i«/s,uwz—iyawx
Zur weiteren Diskussion des Ergebnisses mussen wir die Wurzel im Exponenten untersuchen. Mit
epw’=a

wow=>b

k:—,/a—ib

und nach dem Gesetz fur die Berechnung von Wurzeln aus komplexen Zahlen

K \/«/a2+b2 +a_i\/\/a2+b2 —a

wird

> > =—(p-iaq),

wobei p und q die Abkirzungen fur die beiden Wurzelausdriicke sind. Damit wird
f(x)= Ag '(P0X = Ag TP g 9%
Setzen wir dies in die Gleichung (10) ein, erhalten wir schlieRlich
E, = Ae gl
oder einfacher wieder
E, = Ae ¥sin(wt - pXx).

Dies ist die Gleichung einer gedampften Welle mit dem »Dampfungsfaktor« g und der Geschwin-
digkeit v = 1/p. Die Amplitude der Welle nimmt also auf der Strecke x = 1/q jeweils auf den e-ten Teil
ab.

Zur Berechnung von H gehen wir wieder aus von

oE :
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Daraus folgt
19+ip 5 axgitotpo _ 1 i
H,=——Ae e =— (p-iq)E,.
U o HO
Die komplexe Zahl p — iq kann dargestellt werden als

mit tan5=£.

q

H 2 2\ p-i0
p-ig=(p°+q’)e”
Damit wird

2 2 2 2
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In leitenden Medien ist also der magnetische Feldvektor gegeniiber dem elektrischen um den Winkel
— 0 phasenverschoben.
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